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 نصيرالدين طوسيدانشگاه صنعتي خواجه 
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  معادله ماتريسي زير به معادله لياپانوف معروف است، -7
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 نصيرالدين طوسيدانشگاه صنعتي خواجه 
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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 1

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  
  ماتريس هاي زير را در نظر بگيريد، -1
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  دستگاه معادلات جبري خطي زير را در نظر بگيريد، -3
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  .مقدماتي مربوطه را بيابيد و متغيرهاي آزاد را بيان نماييد

 
  دستگاه معادلات جبري خطي زير را در نظر بگيريد، -4
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 بيان كنيد كدام .فته اين دو دستگاه معادلات را بدست آورده و آنها را حل نماييدطري پلكاني و فرم سطري پلكاني كاهش يا فرم س)الف
  متغيرها آزاد هستند؟

   . بررسي نموده و نتايج را ارائه دهيدMATLAB در نرم افزار rref جوابهاي خود را با استفاده از تابع  صحت)ب
  
  . به يك ماتريس بالا مثلثي را بدست آوريدAماتريس هاي مقدماتي لازم براي تبديل ماتريس -5
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  گروه كنترل–دانشكده برق 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  24/1/90                                            ي ششم سرتمرينهاي                                       صدقي زاده           :  مدرس

 2

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

2251منحني  -5
1)(

t
tf

+
   را در نظر بگيريد،=

]در بازهرا tf)()الف ]11−=t با استفاده از نرم افزار  MATLABبراي اين منظور مي توانيد از دستورات زير استفاده .رسم نماييد 
  .نماييد

onhold

f)plot(t,

t.^2);*251./(1 = f

1,1,100);linspace(- = t

+  

nتوسط يك چند جمله اي به فرم را tf)(حال مي خواهيم ) ب
nttttg αααα ++++= L2

نظور مبراي اين .  تقريب بزنيم)(210
   هاي زير را در نظر مي گيريم،روش

  
  : اولروش

4 به فرم  مرتبه چهار و يك منحني انتخاب كنيدtf)( پنج نقطه روي-1   
4

3
3

2
210)( tttttg ααααα  تقريب =++++

  .بزنيد
1  5.0  0  5.0−  1−  t 

0385.0  1379.0  1  1379.0  0385.0 f(t)  
   مي توان دستورات زير را استفاده كرد،tf)(براي نمايش اين پنج نقطه بر روي منحني

)ro''f,plot(t,

t.^2);*251./(1 = f

1,1,5);linspace(- = t

+  

  .محاسبه كنيد و خطاي تقريب را  رسم نماييد، حاصل را بدست آوردهtg)(منحنيسپس 
  

اين .  بزنيديبمرتبه چهارده تقر tg)( و يك منحنيتخاب نماييد انtf)( اين بار پانزده نقطه روي تخمين براي افزايش دقت-2   
  .محاسبه نماييد خطاي تقريب را ، رسم كنيد وبدست آورده حاصل را tg)(بار هم منحني

  
  : دومروش

4 و يك منحني مرتبه چهار به فرم انتخاب كردهtf)( نقطه روي و يك پنجاه-1   
4

3
3

2
210)( tttttg ααααα ++++=  

  .محاسبه مي كنيم و خطاي تقريب را بدست آورده حاصل را tg)(منحني، تقريب مي زنيم
  

 tg)(منحني .در نظر مي گيريممرتبه چهارده را يك منحني  tg)( تعداد نقاط را افزايش نمي دهيم، بلكه براي افزايش دقت-2   
  .اسبه كنيدمح و خطاي تقريب را را بدست آورده

  
  از مقايسه روش اول و دوم چه نتيجه اي مي گيريد؟ چه تفاوتي با هم دارند؟
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90نيمسال اول                            جبر خطي كاربردي                                                

  18/8/90                                          مي هفت سرتمرينهاي                             صدقي زاده                     :  مدرس

 1

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  . اشميت بدست آوريد- را با استفاده از فرايند گرامQRتجزيه Aبراي ماتريس -1

) الف
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 را AAT تجزيه چالسكي ماتريسcholبا استفاده از دستور  . بررسي نماييدMATLAB در نرم افزار qr نتايج را با استفاده از دستور
  . مقايسه كنيدqrبدست آوريد و نتيجه را با تجزيه 

   را در نظر بگيريد،Aماتريس -2

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

5213
2101
1112

A  

  . را بدست آوريدAپايه هاي فضاي گستره ماتريس) الف
  . را بدست آوريدAR)(پايه هاي يكامتعامد اشميت -با استفاده از روش گرام) ب
  
 اشميت را به يك دسته بردار يكا متعامد اعمال نماييم، نتيجه نهايي چه خواهد شد؟ با انتخاب سه بردار يكا متعامد -اگر فرايند گرام -3

  .پاسخ خود را بررسي نماييد
  
ه خواهد شد؟ با انتخاب سه بردار وابسته  اشميت را به يك دسته بردار وابسته خطي اعمال نماييم، نتيجه نهايي چ-اگر فرايند گرام -4

  .خطي  پاسخ خود را بررسي نماييد
  

  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد، -5
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   . دستگاه معادلات را بررسي نماييدسازگار يا ناسازگار بودن  -
  .بدست آوريدو تجزيه چالسكي  QRجواب حداقل مربعات خطا را با استفاده از تجزيه   -
  

  . پايه هاي يكامتعامد زيرفضاي اسپن شده توسط بردارهاي زير را بدست آوريد-6
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  2/9/90                                          سري هشتمتمرينهاي                             صدقي زاده                     :  مدرس

 ١

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  MATLAB  در نرم افزار eigبا استفاده از دستور تريس هاي زير را بدست آوريد و ه ماژمقادير ويژه و بردارهاي ويمعادله مشخصه،  -1
  .نتايج محاسبات خود را مقايسه نماييد
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  موارد زير را ثابت كنيد، -2

nnAبراي ماتريس مربعي) الف ∏ دترمينان بصورت×
=

=
n

i
iA

1

λ،كه در آن  استiλها مقادير ويژه ماتريسnnA جا نتيجه  مي باشد و از آن×

nnA ماتريسيك بگيريد كه   . صفر باشندفقط اگر تمامي مقادير ويژه آن مخالفغيرمنفرد است اگر و  ×
  
 با kA نيز يك مقدار ويژه براي ماتريسkλ بردار ويژه متناظر با آن باشد، در اينصورتv و بردارA يك مقدار ويژه براي ماتريسλاگر) ب

  ). مقدار صحيح مثبت مي باشدk.  ( خواهد بودvبردار ويژه متناظر
  
   باشد، آنگاه مي توان گفت،iµ برابرA−1 و مقدار ويژه ماتريسiλ برابرA غيرمنفردمقدار ويژه ماتريساگر ) ج

niii ,,2,1,1 K== −λµ  
  
 اين موضوع را براي ماتريس .و بردارهاي ويژه متعامد هستند  حقيقياعدادير ويژه همواره براي يك ماتريس حقيقي متقارن مقادي) د

   .متقارن زير بررسي نماييد
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⎢
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⎡
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528

A  

  
  .تمامي مقادير ويژه يك ماتريس مثبت معين اعداد مثبت هستند )ه
  
   به شكل زير باشد،Ateاگر سري ماتريسي تابع -3

L++++=
!3!2

e
3322 tAtAAtIAt  

]مقدار  ]At

dt
d e و ∫

t A d
0
e ττرا بدست آوريد .  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  2/9/90                                          سري هشتمتمرينهاي                             صدقي زاده                     :  مدرس

 ٢

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  را در نظر بگيريد،Aماتريس -4

                                 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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−
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31
22

A        

IAAAAPتوابع ماتريسي و Aميلتون معكوس ماتريس ها-با استفاده از قضيه كيلي )الف 842)( 35  را sin(A( فرم بسته و=+++
IAA و نشان دهيدبدست آوريد =+ )(cos)(sin   . است22

  .يد را بدست آورsin(At( و Ateفرم بسته توابع ماتريسي) ب
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  9/9/90                                               سري نهمتمرينهاي                             صدقي زاده                     :  مدرس

 ١

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  
   زير را در نظر بگيريد،(companion form)ماتريس همبسته  -1
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  مي دانيم معادله مشخصه ماتريس بصورت زير است،
01

2
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1
1 aaaaAI n

n
n

C +++++=− −
− λλλλλ L  

  ، نشان دهيد بردار ويژه متناظر با آن به شكل زير بدست مي آيد، باشدCA يك مقدار ويژه براي ماتريسiλحال اگر
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321با توجه به متغيرهاي حالت   -2 ,, xxxيك تحقق فضاي حالت براي سيستم زير بدست آوريد ،.  
  

  
  
  
  
  
  
  
  ديفرانسيل زير توصيف شده است بدست آوريد،با انتخاب متغيرهاي فاز مدل فضاي حالت سيستمي را كه با معادلات  -3

)(2)()(3)()( )الف tutytytyty =+++ &&&&&&   
)()(2)(3)( ) ب tutytyty =+− &&&&&&  

   
  .تابع تبديل سيستمي با معادلات حالت و خروجي زير را بيابيد -4
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  9/9/90                                               سري نهمتمرينهاي                             صدقي زاده                     :  مدرس

 ٢

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  . روش سري ها بدست آوريد استفاده از زير را با هايحالت سيستمماتريس انتقال  -5
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   زير را در نظر بگيريد، هايسيستم -6
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  . هميلتون و تبديل لاپلاس بدست آوريد- كيليده از روشهايا ماتريس انتقال حالت را با استف -
  . محاسبه كنيد1x)0( و 1x)0(، 1x)0( را بر حسب شرايط اوليه  هاپاسخ سيستم  -
  

   زير مي تواند يك ماتريس انتقال حالت باشد؟كداميك از ماتريس هاي -7
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1)(اگر متغيرهاي حالت را بصورت  -8 tx 2)( جريان سلف و tx هايسيستمهر يك از خازن در نظر بگيريم، معادلات حالت دو سر  ولتاژ  

  .زير را بدست آوريد
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  9/9/90                                               سري نهمتمرينهاي                             صدقي زاده                     :  مدرس

 ٣

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

 نشان دهيد كه يك تحقق فضاي حالت براي تابع تبديل -9
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  .يك نمايش فضاي حالت براي توابع تبديل زير بدست آوريدبا استفاده از اين تحقق حال 
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                               جبر خطي كاربردي                                                

  23/9/90                                                سري دهمتمرينهاي                           صدقي زاده                     :  مدرس

 ١

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  .تحقق هاي فضاي حالت زير را بازسازي نماييد هر يك از دسته -1
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  . صورت امكان ماتريس تبديل را بدست آوريدآيا مي توان يك تبديل همانندي بين اين دو نمايش بدست آورد؟ در
  

  معادلات ديناميكي سيستمي بصورت زير مي باشد،  -2
)()()(3)(3)( tutytytyty =+++ &&&&&&  

1)()( با فرض اينكه)الف tytx 2)()( و= tytx 3)()( و=& tytx )()()( باشد، فرم معادلات را بصورت=&& tBtAt uxx   .يسيد بنو&=+
  )با هر روش دلخواه. ( بدست آوريدA ماتريس انتقال حالت را با براي ماتريس)ب
  . را محاسبه كنيدA معادله مشخصه و مقادير ويژه ماتريس)ج
)0(1 اگر)د =y ،0)0( =y& ،0)0( =y&& و)(tu،پله واحد باشد )(txو )(tyرا بيابيد .  
1)()(اگر) ه tytz 2)()()( و= tytytz += 3)()( و& tytz )()()( باشد، فرم معادلات را بصورت=&& tHtGt uzz   . بنويسيد&=+
zxييك تبديل همانند) و T=بين نمايش )()()( tBtAt uxx )()()( و&=+ tHtGt uzz   . بيابيد&=+
  

  .  ماتريس هاي مربعي زير را بدست آوريد و ماتريس مدال مربوطه را بيابيد)قطري كامل يا بلوكي (فرم قطري سازي شده -3
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A   با استفاده از دستور نتايج را jordan(A) در نرم افزار MATLABبررسي كنيد .  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                               جبر خطي كاربردي                                                

  23/9/90                                                سري دهمتمرينهاي                           صدقي زاده                     :  مدرس

 ٢

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

   را در نظر بگيريد،Aماتريس -4
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  .اين ماتريس چند مقدار ويژه دارد؟ آنها را بيابيد  )الف
   وجود دارد؟Aچند بردار ويژه مستقل خطي براي ماتريس  )ب
   وجود دارد؟Aچند بردار ويژه تعميم يافته براي ماتريس) ج
  

   را با شرايط زير در نظر بگيريد،Aماتريس -5
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  . را بدست آوريدAفرم كانونيكال جردن ماتريس
  

  . را با روش قطري سازي بدست آوريدAteبراي ماتريس هاي زير-6
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  . بررسي نماييدMATLABفزار  در نرم اexpm(A)نتايج را با استفاده از دستور 
  

   با معادلات حالت زير را در نظر بگيريد، شدهسيستم هاي نمايش داده  -7
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                               جبر خطي كاربردي                                                

  23/9/90                                                سري دهمتمرينهاي                           صدقي زاده                     :  مدرس

 ٣

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  . را بدست آوريد آنهامعادله مشخصه و مقادير ويژه ماتريس حالت) الف
  .تبديل كند) كامل يا بلوكي( ماتريس تبديلي بيابيد كه معادلات حالت را به فرم قطري )ب
  .شده معادلات حالت را بدست آوريد فرم قطري سازي )ج
  . را محاسبه كنيدAte ماتريس انتقال حالت )د

    
  شيدموفق با                                                                                                                                                         
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  بخشنده و مهربانبنام خداوند 
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  30/9/90                                         دهمياز سري تمرينهاي                           صدقي زاده                     :  مدرس

 ١

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  
 در svd(A)نتيجه را با دستور .  هر يك از ماتريس هاي زير را بدست آوريد(SVD)مقادير منفرد، رتبه ماتريس و تجزيه مقادير منفرد  -1

  . بررسي كنيدMATLABنرم افزار 
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   باشند، ثابت كنيد،A به ترتيب بزرگترين و كوچكترين مقادير منفرد ماتريسminσ وmaxσاگر  -2

maxmin σσ ≤≤
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xA  

  
   را در نظر بگيريد،Aماتريس -3
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  . را بيابيدA ماتريسSVD تجزيه )الف
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   را در نظر بگيريد،Aماتريس -4
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  . يك ماتريس منفرد استA ماتريسε=0 نشان دهيد به ازاي)الف

=−1 را بدست آوريد و نشان دهيدκ وA−1 مقدارε=1 براي)ب AAκ است.  
bxمعادلهكه نشان دهيد  ε=0001.0با انتخاب )ج =A يك سيستم ill conditionبراي اين منظور جواب معادله را براي  . است
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  بخشنده و مهربانبنام خداوند 
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  30/9/90                                         دهمياز سري تمرينهاي                           صدقي زاده                     :  مدرس

 ٢

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

 است؟ ill conditionآيا سيستم .  بدست آوريدk=9.14يكبار براي و k=15براييكبار پاسخ مستقيم دستگاه معادلات زير را   -5
   را بدست آوريد؟Aلت ماتريسعدد حا
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  .  مرتب كنيدill conditioningماتريس هاي زير را براساس درجه با محاسبه عدد حالت،   -6

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=
194845
4510
42221

,
18171
11719

181
,

300100100
1001000
1000100

CBA  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  7/10/90                                           دهمدواز سري تمرينهاي                           ي زاده                     صدق:  مدرس

 ١

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  
  . بررسي كنيدMATLAB در نرم افزار pinv(A) نتيجه را با دستور .ماتريس هاي زير يك شبه معكوس بيابيدهر يك از براي -1

 )الف   
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TUVAبصورت شبه معكوساگر ثابت كنيد كه  -2 ## Σ= ،معرفي گرددbx #A=  جواب مسئله حداقل مربعات براي دستگاه معادلات

bx ناسازگار =Aاست .  
  
   جواب حداقل مربعات را بدست آوريد، زير ناسازگار دستگاه معادلاتبراي هر يك از  -3
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  ، ثابت كنيد-4

#1 غيرمنفرد باشد،A زمانيكه ماتريس)الف −= AAاست .  
AA )ب =## ## و )( )()( TT AA =  
AAAA) ج ###و  #= AAAA =  
  
  .  شده است سال آورده10  هر كشور چين در جدول زير آمار جمعيت-5
  

  x)(سال   1900  1910  1920  1930  1940  1950  1960  1970  1980

  y)(جمعيت   76 / 0  92 / 0  105 / 7  123 / 2  131 / 7  150 / 7  179 / 3  203 / 2  226 / 5
  )ميليون(

  

cbxaxyبا محاسبه شبه معكوس يك مدل مرتبه دوم بصورت) الف ++=  بر اساس روش حداقل مربعات براي افزايش جمعيت 2
  .بدست آوريد

  . تخمين بزنيد1990را در سال جمعيت ميزان ) الف(بر اساس مدل بدست آمده در بخش ) ب
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  7/10/90                                           دهمدواز سري تمرينهاي                           ي زاده                     صدق:  مدرس

 ٢

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  
   را در نظر بگيريد،roteyl.bmpتصوير داده شده در فايل  -6
  

  نماييد، زير استفاده اتبراي اين منظور مي توانيد از دستور . رسم نماييدMATLABتصوير را در نرم افزار  )الف
  

)picture' maintitle(' , imshow(P) figure(1),

map);, ind2gray(B  P

);indexed'', Aim2double( B

);'roteyl.bmpimread(' map][A,

=
=

=

  

  .ذخيره مي گردد Pسفيد در ماتريس - بصورت سياههين ترتيب تصوير مربوطبه ا
  
   چند است؟Pرتبه ماتريس.  را بيابيدP مقادير منفرد ماتريسMATLAB در نرم افزار svd(P)با استفاده از دستور ) ب
  
  خطاي تقريب چند است؟.  بدست آوريدP براي ماتريس با توجه به مقادير منفرد بدست آمده يك تقريب رتبه پايين مناسب)ج

  .رسم نماييد و با هم مقايسه كنيد MATLABدر نرم افزار تصوير تقريب هاي بدست آمده را 
  

  موفق باشيد                                                                                                                                                         
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  فصل اول
  
  
  

  
 

  بردارها و ماتريس ها بر مروري
  
  
  
  
  
  

  مقدمه 1- 1
 نرم  همراه با آشنايي اوليه با ماتريسمروري بر قواعد و عمليات بردارها وهدف از اين بخش   

،  ماتريس هاي بلوكيدر مورد برخي از روابط كاربردي سودمند همچنين .  استMATLABافزار 
اين فصل .  است آورده شدهشده در اين مجموعهحات بكار برده معرفي چند ماتريس خاص و اصطلا

 و  ماتريس هاانندگان با مباني اوليه بردارها، داشته و در صورت آشنايي خوجنبه معرفي و مقدماتي
co  . مي توان مباحث را از فصل دوم آغاز نمودMATLABكاربرد نرم افزار 
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  ها، ماتريس ها و قواعد عمليات آنهابردار 2- 1
 طول، كميت هاي.  داراي جهت باشد كميتي است كه هم داراي اندازه و هم1رداربيك 

. مي نامند ٢اسكالرچنين كميت هايي را . سطح، حجم، جرم و اعداد حقيقي تنها داراي اندازه هستند
  . در حاليكه كميت هايي چون سرعت، نيرو و شتاب علاوه بر اندازه داراي جهت نيز هستند

  يك ليست محدودي از اعداد، بصورت سطري يا ستوني نمايش داد،بصورت را مي توان بردار 

)1-1(      [ ]

1

2

1

121 ,

×

×

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

nn

nn

u

u
u

vvv
M

L uv  

اعداد حقيقي، مختلط  بردار گويند، كه مي تواند  هاي آندرايه يا عناصرهر يك از اين اعداد اسكالر را 
 n×1 به ترتيب ابعادv وuبردارهاي.  يك بردار بستگي به تعداد عناصر آن داردبعد. يا گويا باشند

  . تايي مي نامندn را بردار سطريv تايي وn را بردار ستونيuگاهي براي سهولت.  دارندn×1و
  

  1-1مثال
را در ) سه سطر و يك ستون (×13 ابعادuو بردار ) يك سطر و چهار ستون (×41 با ابعادvبردار

  .نظر بگيريد

[ ]
13

41

0
3.5

21
,8.7021.1

×

×

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
+

=−−=
j

uv  

□  
ر را بوسيله يك پيكان نمايش مي دهند، كه طول اين پيكان بيانگر در تعابير هندسي بردا

  .اندازه بردار و جهت آن مشخص كننده جهت بردار مي باشد
  

  
  

    
  

  
   نمايش هندسي بردار-)1-1(شكل

                                                 
1 Vector 
2 Scalar 
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   بدست مي آيد،1ماتريس ذخيره نماييم ×nmي مرتبط را با ابعادحال اگر داده ها

)1-2(      

nmmnmm

n

n
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aaa
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A
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⎥
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  2-1مثال

  در زير نمونه هايي از ماتريس هاي مربعي و غير مربعي آورده شده است،

33
32 2051

200
922

,
95

401

×
× ⎥
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⎥
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jj

B
j

A  

□  
  

پارامترهاي ، داده هاي آماري يك سيستم اجتماعي تواند اطلاعاتي مانند عناصر يك بردار يا ماتريس مي
بطور .  باشدنه برداري شده يك سيگنال الكتريكياده هاي نمو و يا دتوصيف كننده يك سيستم فيزيكي

 مي توان بصورت يك Tپس از نمونه برداري با دوره تناوبرا  tu)(سيگنال) 2-1(نمونه در شكل
   تايي نمايش داد،nبردار
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  نمونه برداري شده سيگنال -)2-1(شكل

  

                                                 
١ Matrix 
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  كاربرد آن در محاسبات بردار، ماتريس،MATLABيكي از مهمترين جنبه هاي نرم افزار
براي ايجاد يك بردار سطري مي توان بصورت . روشهاي خاص محاسبات عددي و جبرخطي مي باشد

  زير عمل كرد،

3    2    1   

 a

3]  2  [1  a

=

=

 

   ويرگول در بين درايه ها بدست مي آيد،-به با قرار دادن نقطهيك بردار ستوني نيز بطور مشا
  

3        

2        

1        

 b

[1;2;3]  b

=

=

  

   تعداد عناصر يا همان طول بردار را مشخص مي كند،length(a)دستور 
  

3        

 ans

length(a)

=  

   بصورت زير عمل مي كنيم،×33بطور مثال براي ايجاد يك ماتريس
  

10   8    7      

6    5    4      

3    2    1      

 A

10] 8 6;7 5 3;4 2 [1  A

=

=

 

  
  . براي جدا كردن سطرها استفاده مي شود ) ;(همانطور كه مشخص است از علامت 

  
  مي توان از يك ماتريس فقط برخي از سطرها و ستون هاي آن را استخراج كرد،

8    7     

2    1     

 B

2]) [1 3], A([1  B

=

=

 

  co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



                                                          مقدمه اي بر بردارها و ماتريس ها: فصل اول

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

5 

  براي جابجا كردن سطرهاي يك ماتريس مي توان بصورت زير عمل كرد،
  

3    2    1     

6    5    4     

10    8    7     

 C

:)1], 2 A([3  C

=

=

 

  
 را به Aبطور مثال دستور زير ماتريس. بكار مي رود) يا سطرها( به معني تمام ستون ها  ) :( علامت 

  يك بردار ستوني تبديل مي كند،

10     

6      

3      

8      

5      

2      

7      

4      

1      

 ans

A(:)

=

 

 

  در يك ماتريس مي توان بصورت زير عمل كرد،) يا ستون ها(براي حذف برخي از سطرها 
  

10   7     

6    4     

3    1     

 A

[]  2) A(:,

=

=

 

  
  .  حذف شده استAبيانگر بردار تهي مي باشد، با اين كار ستون دوم ماتريس[ ] در واقع 
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   به يك ماتريس مي توان نوشت،)يا ستون(براي اضافه كردن سطر 
  

10    8    7     

6    5    4     

3    2    1     

 A

A(:,2)] 8] 5; [2; [A(:,1)  A

=

=

 

  .  دوباره به حالت اول خود بر مي گرددAبه اين ترتيب ماتريس
  

 به راحتي مي توان عناصر ماتريس ها را بررسي و آنها را تحت MATLABبا استفاده از نرم افزار
   را در نظر بگيريد،Aبطور مثال ماتريس. شرايط خاصي انتخاب كرد

  

1  5   0      

3   2   1-     

 A

1] 5 3;0 2 [-1  A

=

=

 

  
 با درايه هاي صفر و يك را توليد مي كند، بطوريكه براي عناصري كه شرط  يك ماتريسA > 1دستور 

مذكور را برآورده مي كنند عدد يك و براي آنهائيكه در شرط مذكور صدق نمي كنند عدد صفر منظور 
  مي شود،

0   1   0      

1   1   0      

 ans

1  A

=

>

 

  
   مي كند را نشان مي دهد، صدقA > 1ط يي را كه در شردستور زير درايه ها

  

3      

5      

2      

 ans

1)  A(A

=

>
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درايه هاي اين ماتريس . براي ايجاد يك ماتريس تصادفي مي توان استفاده كرد rand(m,n)از دستور
]اعدادي در بازه    هستند، كه بطور يكنواخت توزيع شده اند،1,0[

  

0.7919    0.8214    0.7621    0.6068    

0.6154    0.0185    0.8913    0.2311    

0.4447    0.4565    0.4860    0.9501    

= ans

rand(3,4)

  

  
 براي ايجاد يك ماتريس تصادفي است كه عناصر آن بصورت نرمال با ميانگين randn(m,n)ردستو

  صفر و واريانس يك توزيع شده اند،
  

0.7258    0.3273    1.1909    0.1253    

0.1867-   0.0376-   1.1465-   1.6656-   

0.1746    1.1892    0.2877    0.4326-   

= ans

randn(3,4)

   

  
   بسيار پركاربرد هستند،eye(m,n)و  ones(m,n) ،zeros(m,n) دستورهاي

  

0     0     0    1     0     

0     0     0     0     1     

= ans

eye(2,5)

0     0     0     0     0     

0     0     0     0     0     

= ans

zeros(2,5)

1     1     1     1     1     

1     1     1     1     1     

= ans

ones(2,5)
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   و ماتريس ها بردارها درجمع و تفريقعمليات  -1-2-1
نيز همانند اعداد قابليت جمع و تفريق شدن را دارند به شرطي كه از و ماتريس ها بردارها   

  .نظر ابعاد يكسان باشد
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   داريم،B وAبراي ماتريس
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)1-4(      
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  بصورت زير است،در فضاي دو بعدي نمايش هندسي جمع و تفريق دو بردار 
  
  

  
  
  
  

  
   نمايش هندسي جمع و تفريق دو بردار-)3-1(شكل

  
  

),( 21 uu=u

),( 21 vv=v  

)( 2211 v,uvu −−=− vu  
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)( 2211 v,uvu ++=+ vu

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



                                                          مقدمه اي بر بردارها و ماتريس ها: فصل اول

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

9 

  3-1مثال
  توجه نماييد،  آنها MATLAB و دو ماتريس و كدهاي نرم افزار به جمع و تفريق دو بردار

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
+

=+→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
+

=
2
5,

2
5

2

2
0
1

,
0
5

1

212121

jjj
uuuuuu  

  

  2.0000-  

          5.0000-  

1.0000i + 0   

= ans

u2-u1

          2.0000   

          5.0000-  

1.0000i + 2.0000   

= ans

u2u1

2]; 0; [1; = u2

0]; 5;- j;[1 = u1
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7.0000-  1.0000i - 0        

          1.4142-  1.0000i + 1.0000-  

= ans

B-A

          9.0000   1.0000i - 0        

          1.4142   1.0000i - 5.0000   

= ans

B+A

8];  sqrt(2);0  j-[3=B

1];  0;-j  [2=A

  

  .بعد از دستورات سبب مي شود كه نتايج نوشته نشوند ) ;(وجود علامت 
□  co

nt
ro

len
gin

ee
rs

.ir



                                               مقدمه اي بر بردارها و ماتريس ها:  اول فصل                                                                                             

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

10 

   و ماتريس اسكالر در بردار يك عددضرب -1-2-2
ه هر درايه آن  است كي يا ماتريس، بردار در يك عدد اسكالر يا ماتريسضرب يك بردارحاصل  

  در عدد اسكالر مذكور ضرب شده است،
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  .به لحاظ هندسي ضرب يك عدد اسكالر در بردار مي تواند سبب تغيير طول و جهت بردار گردد
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  4-1مثال 

)u)3 و u2 تعريف شده، بردارهاي uبراي بردار j−،به شكل زير بدست مي آيد   
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6

2
0

2.1
3

j
j

j uuu

  
   داريم،MATLAB با استفاده از نرم افزار 

  

   0        

3.6000i + 0        

9.0000i - 0        

= ans

u*(-3j)

0         

2.4000-   

6.0000    

= ans

u*2

0]; 1.2;- [3; = u
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   بشكل زير بدست مي آيد،A2 را بصورت زير در نظر بگيريم، در اينصورت ماتريسAاگر ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

121402
41026
2684

2
6701
2513
1342

AA  

  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

12    14   0     2-    

4     10    2     6     

2-    6     8     4     

= ans

A*2

6];  7  0  2;-1  5  1  1;3-  3  4  [2=A

  

□  
  
   تركيب خطي بردارها-1-2-3

nvvvاز بردارهاي 1تركيب خطي يك uبنا به تعريف بردار   ,,, 21 K مي باشد، اگر 
ncccسكالرهايا ,,, 21 Kوجود داشته باشد كه بتوان u،را بصورت زير نمايش داد   
)1-7(            nnccc vvvu +++= K2211  
  
  5-1المث

بردارهاي  را بصورت تركيب خطي از uدر هر يك از سه حالت زير بررسي نماييد، كه آيا مي توان بردار
1v 2 وvنوشت  .  

2211براي اين منظور در هر سه حالت بايد معادله  vvu cc   . را نوشته و حل كرد=+
  

)6,4(),2,1(),20,12(.1 21 −=−=−= vvu  
2211معادله vvu cc    بصورت زير خواهد شد،=+

2,4
2062
124

)6,4()2,1()20,12( 21
21

21
21 −==→

=−
−=+−

→−+−=− cc
cc
cc

cc  

 مي باشد و مي توان آن را بصورت 2v و1v يك تركيب خطي از بردارهايuن برداربنابراي
21 24 vvu   . نوشت=−

)15,3(),10,2(),20,4(.2 21 −−=== vvu  

                                                 
١ Linear Combination 
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  معادلات به شكل مي باشند،

ℜ∈
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+=
→

=−
=−

→−−+= t
tc

tc
cc
cc

cc
2

1

21

21
21 2

32
201510
432

)15,3()10,2()20,4(

 مي باشد، ولي برخلاف حالت قبل 2v و1v يك تركيب خطي از بردارهايuردر اين حالت نيز بردا
  .فقط يك جواب وجود ندارد و بينهايت تركيب خطي مختلف مي توان بدست آورد

  

)15,3(),10,2(),4,1(.3 21 −−==−= vvu  
  د بود،در اين حالت معادلات به شكل زير خواهن

41510
132

)15,3()10,2()4,1(
21

21
21 −=−

=−
→−−+=−

cc
cc

cc  

 را نمي uبنابراين بردار.  وجود ندارد2c و1cهمانطور كه از معادلات بالا مشاهده مي شود، جوابي براي
  . نوشت2v و1vتوان بصورت يك تركيب خطي از بردارهاي

□  
  

  6-1مثال
   را در نظر بگيريد،uبردار

[ ]1,2,1=u  
  براي كداميك از دسته بردارهاي زير امكان نوشتن يك تركيب خطي بصورت زير وجود دارد؟  

332211 vvvu ccc ++=  

)الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=

0
2
0

,
1

1
1

,
1
0
1

321 vvv   

  
  خطي داريم،طبق تعريف تركيب 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+
=+−

→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→++=

1
22
1

0
2
0

0
1
2
1

21

32

21

3

2

2

2

1

1

332211

cc
cc
cc

c
c

c
c

c

c
ccc vvvu

  
لذا .  دستگاه معادلات وجود نداردبا حل دستگاه معادلات بالا در مي يابيم، كه هيچ جوابي براي حل اين

  .  نوشت3vو 1v،2v را نمي توان بصورت يك تركيب خطي از بردارهايuبردار
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)ب
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0
1

1
,

1
4
0

,
1
1
1

321 vvv     

  
  طبق تعريف تركيب خطي داريم،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=−+

=+
→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→++=

1
24

1

0
4
0

1
2
1

21

321

31

3

3

2

2

1

1

1

332211

cc
ccc

cc
c

c

c
c

c
c
c

ccc vvvu

  
  با حل دستگاه معادلات بالا مقادير زير بدست مي آيد،

2
1

321 === ccc  

 مي باشد و مي توان آن را بصورت3vو1v،2v يك تركيب خطي از بردارهايuبنابراين بردار

321 2
1

2
1

2
1 vvvu   . نوشت=++

       

)ج
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

2
4
1

,
1
2
1

,
1
2
3

321 vvv  

  طبق تعريف تركيب خطي داريم،

32

31

321

321

321

3

3

3

2

2

2

1

1

1

332211

5.21
5.0

12
2422

13

2
422

3

1
2
1

cc
cc

ccc
ccc

ccc

c
c

c

c
c

c

c
c
c

ccc

−=
=

→
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++

=++

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→++= vvvu

  

  
 مي باشد، ولي فقط يك جواب 3vو 1v،2vخطي از بردارهاي يك تركيب uدر اين حالت نيز بردار

  .وجود ندارد و بينهايت تركيب خطي مختلف مي توان بدست آورد
□  
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0,.4

,,,,,.3

,,,.2

,,.1

>→≠∀

+++=++

==

=

uu0u

svsuwvwuswvu

vuvuvu

uvvu

ccc

   بردارها و نُرمضرب داخلي -1-2-4
ضرب يك كميت اسكالر را اختصاص دهد يك  v وuهر قاعده اي كه به يك جفت بردار  
 زير را برآورده ود، به شرط اينكه چهار اصلنشان داده مي ش ,vuاميده مي شود و با نمادن 1داخلي
  سازد،

     )خط تيره نشانگر مزدوج يك عدد مختلط است(  
  )cيك عدد مختاط است (  

 
  
  

 V در يك فضاي برداريnv×1 وnu×1 مختلطضرب داخلي يك جفت برداره به شرايط بالا با توج
  بصورت زير بيان مي شود،

∑
=

=+++=
n

i
iinn vuvuvuvu

1
2211, Lvu      )1-8(  

 در اينصورت ضرب داخلي را. ها هستندiuها مزدوج هايiu يك عدد مختلط است و آنحاصلكه 
   بيان كرد، مي توانبصورت زير

)1-9(    vuuvuvuvvu T ∗∗ ==== ,,  
 با عناصر v وuبنابراين ضرب داخلي دو بردار.  را نشان مي دهدu ترانهاده مزدوجu∗كه در آن

  حقيقي بصورت زير داده مي شود،

)1-10(           ∑
=

=+++=
n

i
iinn vuvuvuvu

1
2211, Lvu  

  بديهي است كه در اين حالت داريم،

)1-11(          vuuvvu TT ==,  

  
  7-1مثال

  . را بدست آوريدu وv و سپسv وuضرب داخلي بردارهاي
]23,3,64[,]4,3,32[ jjjj +−=++= vu  

1911
)812()39()2410(

)23)(4()3)(3()64)(32(
)23()4()3()3()64()32(,

_______________________

j
jjj

jjjj
jjjj

−=
++−+−−=

++−+−−=

++++−+=vu

  

                                                 
١ Inner Product  
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1911
)812()39()2410(

)4)(23()3)(3()32)(64(
)4()23()3()3()32()64(,

________________________

j
jjj

jjjj
jjjj

+=
−++++−=

−+++++=

+++++−=uv

 

همانطور كه پيداست 
_______

,, uvvu   . مي باشد=
□  
  

براي ايجاد ترانهاده و ترانهاده مزدوج يك بردار يا ماتريس به  MATLABدر نرم افزار
   استفاده مي شود،)'(و  ) '.(ترتيب از كاراكترهاي 

i3.0000 - 3.0000             

2.0000i - 2.0000             

1.0000i - 1.0000             

 ans

)'b'*i(a

3.0000i  3.0000             

2.0000i  2.0000             

1.0000i  1.0000             

 ans

).'b'*i(a

[1;2;3];  b 3];  2  [1  a

=

+

+

+

+

=

+

==

 

  
 نقش مهمي در نوشتن دستورات دارد و امكان انجام عمليات بر روي تك تك عناصر ).( عملگر نقطه

به ترتيب بيانگر انجام \.  و ^. و *.بطور مثال عملگرهاي . بردارها و ماتريس ها را ايجاد مي نمايد
  ،و تقسيم از چپ روي تك تك عناصر هستندعمليات ضرب، توان رساني 

1 1  1         

 ans

b'\a.

9  4  1         

 ans

a.^2

9  4  1          

 ans

a*a.

=

=

=
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vuvu

vuvu

uu

0uu

0uu

≤

+≤+

=

==

≠>

,.5

.4

.3

,0.2

,0.1

kk

if

  انجام عمليات ضرب داخلي دو بردار بصورت زير عمل مي كنيم،به منظور 

14            

dotprod 

a'*b dotprod 

=

=

  

  همانطور كه براي بردارها گفته شد در مورد ماتريس ها نيز صدق مي كند،) .( عملگر نقطه

1   4   9      

9   4   1      

 ans

A*A.

; 1] 2 3 3; 2 [1  A

=

=

 

  يي را در بر دارد، خطا چنين پيغامA*Aدستوري بصورت لازم به ذكر است 

.agree must dimensions matrix Inner

*  using Error ¨???

A*A

==>  

  
   مي باشد،×nn يك ماتريسuu∗و  يك عدد اسكالر نامنفي ∗uu مقدارnu×1بردار براي :1نكته

22
2

2
12211 nnn uuuuuuuuu +++=+++==∗ LLuu,uu  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=∗

nnnn

n

n

uuuuuu

uuuuuu
uuuuuu

L

MOMM

L

L

21

22212

12111

uu  

  
يك نُرم تابعي است كه . طلق مي باشد تا اندازه اي شبيه به مفهوم قدر م1نُرممفهوم يك   

 نشان داده مي شود، uيك عدد حقيقي تخصيص مي دهد كه با نماد داده شده uبراي هر بردار
   سازد، بطوريكه شرايط زير را بر آورده

  
  
  )ست اk قدرمطلق k يك اسكالر و kدر اينجا (
  )2نامساوي مثلثاتي(  
  )3 شوارتز-نامساوي كوشي(  

                                                 
١ Norm 
٢ Triangle Inequality 
٣ Cauchy - Schwarz Inequality 
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ط بالا نُرم يك بردار را با توجه به شراي. باشدار، ماتريس و يا سيگنال  مي تواند، بردuدر حالت كلي
  تعريف كرد،مي توان  ,uuبصورت ريشه دوم نامنفي

) 1-12(           ( ) 22
2

2
1

2121
nuuu +++=== ∗ Luuuu,u  

   
  8-1مثال

  . را بدست آوريدv وuنُرم بردارهاي
]0,2,1,4[,]3,1,2[ −=+−= vu jj  

21041160214

151014312
2222

222

=+++=++−+=

=++=++−+=

v

u jj
 

  
vuسپس براي هر يك از دسته بردارهاي زير حاصل 52 − ،vu, ،vu   . را بيابيد−2

)الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

4
2
0

,
0
2

3
vu    

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=−

20
14
6

20
10
0

0
4

6

4
2
0

5
0
2

3
252 vu  

4))4(0()22()03(, −=−×+×−+×== vuvu T  

109863

8
6

3

8
4

0

0
2

3

4
2
0

2
0
2

3
2

222 =+−+=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=− vu

  

   براي محاسبه نرُم بردارها استفاده مي شود،norm(u) از دستور MATLABنرم افزار در 

20     

14-    

6      

  ans

v*5-u*2

0]; 2;- [3; = u

4];- 2; [0; =v 

=  co
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10.4403     

   ans

v)*2-norm(u

4-     

  ans

u'*v

=

=

  

 ) ب
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

+
=

1
3

3
,

36
0
21 j

j

j
vu       

0))1()36(()30())3()21((,

617
15
112

5
15

15

612
0
42

1
3

3
5

36
0
21

252

* =−×++×+×−==

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣
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⎡
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12638641
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6
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6
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1
3
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0
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⎢
⎢
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⎥
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⎢
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   داريم،MATLABهمچنين با استفاده از نرم افزار 

11.2250     

    ans

v)*2-norm(u

0      

  ans

u'*v

6.0000i - 17.0000     

15.0000-    

11.0000i- 2.0000      

  ans

v*5-u*2

1];- 3; [3i; =v 

3i];-6 0; 2i;[1 = u

=

=

=

+
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 )ج
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⎥
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⎥
⎥
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⎢
⎢
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⎥
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⎢
⎢
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⎥
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⎢
⎢
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⎥
⎥
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⎢
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⎥
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⎢
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⎡
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j
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j
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j
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jjj 71))1(3())1(())62(1(, * −−=−×+×−+−×== vuvu  

183521123

5
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2
2
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⎢
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⎡
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j
j
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  اريم، دMATLABهمچنين با استفاده از نرم افزار 

13.5277      

    ans

v)*2-norm(u

7.0000i - 1.0000-     

  ans

u'*v

11.0000     

5.0000i - 2.0000-     

30.0000i 8.0000-     

  ans

v*5-u*2

1];- i; 6i;-[2 =v 

3]; 1;- [1; = u

=

=

+

=

  

□  
  

  9-1مثال
  . شوارتز و نامساوي مثلثاتي را ثابت كنيد-نامساوي كوشي  

)1-13(      1, ×∈≤ nCvu,vuvu,  co
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  با توجه به تعريف ضرب داخلي و نُرم بردارها مي توان نوشت،

0,)(

,

2
_______

2

22

2

≥+−−=

+−−=

−−+−+−+=−−=−

vvuvu,u

vvuuv,u

vv,vu,uv,uu,vuv,uvu

ccc

cccc

ccccccc

 

0u برقرار است، لذا با فرض اينكه cمي دانيم كه تساوي بالا به ازاي هر مقداري از را  است، مقدار ≠

2u

vu,
=c،در نظر مي گيريم   

0,

,)(

0,)(

,)(

2
_______

2

2
_______

22

_______

2
_______

2
2

22

_______

2
_______

2

≥+−=

+−−=

≥+−−=

=+−−

vvu
u

vu,

vvu
u

vu,
vu,vu,

u

vu,

vvu
u

vu,
vu,u

u

vu,

u

vu,

vvuvu,u ccc

 

  بنابراين مي توان نوشت،

vuvu,vuvu, ≤→≤ 222  
  

   نيز بدست آورد،زير را يي توان نامساوي مثلثات شوارتز م-با استفاده از نامساوي كوشي
)1-14(             vuvu +≤+  

  براي اين منظور بصورت زير عمل مي كنيم،

222

22

22

2
_______

2

2

)(2

,2

,Re2

,,

,

vuvvuu

vvuu

vvuu

vvuvuu

vvuvvuuuvuuvu

+=++≤

++≤

++=

+++=

+++=++=+ ,,,v,

  

  .بدست مي آيدا گرفتن ريشه دوم ازطرفين نامساوي مثلثاتي لذا ب
□  co
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2u

1u

),( 21 uu=u
u

  10-1مثال 
   زير برقرار است، روابط,nℜ∈vuمي توان نشان داد كه براي دو بردار) الف

22

4
1

4
1 vuvuvu, 2222     و         =+−− 22 vuvuvu +=−++  
  براي اين منظور مي توان نوشت،

222222 2,2 vvu,uvuvvu,uvu +−=−++=+  
  با تفاضل اين دو رابطه از يكديگر داريم،

2222

4
1

4
14 vuvuvu,vuvuvu, −−+=→−−+=  

  با جمع طرفين اين دو رابطه با يكديگر داريم،
2222 22 vuvuvu +=−++  

  
  

vu باشد، حداقل و حداكثر مقدار ممكن براي v=3 و u=7اگر) ب  چه ,vu و+
   مقداري است؟

  با توجه به نامساوي مثلثاتي و تعبير هندسي آن داريم،

104 ≤+≤→ vu
4

10

≥+→−≥+

≤+→+≤+

vuvuvu

vuvuvu
  

  
   شوارتز داريم،-با توجه به نامساوي كوشي

212121 ≤≤−→≤→≤ vu,vu,vuvu,  
□  
  

 مي تواند، بطور هندسي بصورت توان دوم فاصله 2u يك بردار حقيقي باشد، كميتuاگر
  ثال در فضاي دو بعدي داريم،بطور م.  تعبير گرددuمبدأ تا نقطه نشان داده شده با بردار

2
2

2
1

2 uu +=u  
  
  
 

  
 

   نمايش هندسي نرُم بردار-)4-1(شكل
  co
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len
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.ir
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  فاصله بين دو بردار بصورت زير تعريف مي گردد، v  وu براي دو بردار حقيقي

)1-15   (  22
22

2
11

2/1, nn vuvuvu −++−+−== Lv-uv-uv-u   
  

  ضاي دو بعدي داريم، بطور مثال در ف
2

22
2

11 vuvu- −+−=vu  
  
  

  
  

  
  v-u نمايش هندسي -)5-1(شكل

  
  تعبير هندسي براي نامساوي مثلثاتي بصورت زير مي باشد،

vuvu +≤+  
  
  

  
  

  
vu نمايش هندسي -)6-1(شكل +  

  
  ديگري هم براي نُرم وجود دارد كه در زير آورده شده است،تعاريف علاوه بر رابطه گفته شده 

   معروف است، بصورت كلي زير تعريف مي گردد،pLنُرم يا p1نُرم يك نُرم كه به -1

)1-16(  ∞<≤+++== ∑
=

puuuu pp
n

ppp
n

i

p
ip

1,)()(
1

21

1

1
Lu  

 در p=1  تعريف شود، كه به ازايiuي نُرم  ممكن است بصورت مجموع اندازه هاي تمام مؤلفه ها-2
  . گفته مي شود1Lنرُميا  2نُرم يكحالت قبل بدست مي آيد و به آن 

)1-17(      n

n

i
i uuuu +++== ∑

=

L21
1

1
u  

                                                 
١ p-Norm 
٢ 1 -Norm 

),( 21 uu=u

),( 21 vv=v

vu −

u

v

vu + u

v

vu +
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نرُم  تعريف گردد، كه به آن iu نُرم ممكن است بصورت بزرگترين مقدار در بين تمام مؤلفه هاي-3
  . نيز مي گويندL∞ نُرميا 1نُرم بينهايت يا ماكزيمم

)1-18 (

{ }ini

pp
inip

pp
n

pp

p

p
pn

i
ip

uuuuuu
≤≤≤≤∞→∞→

=
∞→∞

==+++== ∑ 1

1

1

1

21

1

1
max)max(lim)(lim)(lim Lu

  

)در بين اين تعاريف، نُرم -4 ) 21/uu∗ 2نُرم يا 2نُرم دو كه همانL متداول تر است و مي باشد، از همه 
  بصورت زير نيز نمايش داده مي شود،

)1-19(      2
1

22
2

2
1

2
1

1

2

2
)()( n

n

i
i uuuu +++== ∑

=

Lu  

  .نيز گفته مي شود 3 نُرم اقليدسيكه به آن
  

  11-1مثال
]1243[براي بردار  ,-j,=u1 مقدار نُرمL2، نُرمLو نُرم ∞L،را بدست آوريد   

( ) ( )
{ } { } 201,20,3max1,24,3max

3012091243

52412031243
2/12/1222

2

1

==−=

=++=+−+=

+=++=+−+=

∞
j

j

j

u

u

u

  

   نُرم هاي مختلف را مي توان محاسبه نمود، MATLAB از نرم افزار با بكارگيري

4.4721    

= ans

inf)norm(u,

5.4772    

= ans

norm(u,2)

8.4721    

= ans

norm(u,1)

2j;1];-[3;4=u

    

□  

                                                 
١ ∞ -Norm 
٢ 2 -Norm 
٣ Euclidean Norm 
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θ 
v 

u 

  روابطي كه بين نُرم هاي مختلف برقرار است بصورت زير مي باشد، برخي از: 2نكته

)1-20(        

212

2

12

uuu

uuu

uuu

n

n

≤≤

≤≤

≤≤

∞∞

∞

  

به اندازه بردارها و زاويه بين آنها عددي است كه حاظ هندسي ضرب داخلي دو بردار به ل  
   بصورت زير تعريف مي شود،v  وuمربوط است و ضرب داخلي دو بردار 

)1-21(    
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

vu
vu,

arccosθ  →= θcosvuvu,  

  . زاويه بين دو بردار مي باشدθكه در آن 
  

  
  

  زاويه بين دو بردارنمايش هندسي  -)7-1(شكل
  

  را بصورت زير تعريف كنيم، زاويه بين اين دو بردار بصورت زير قابل محاسبه خواهد بود، vو u اگر بردار
  

1.1303        

 angle

norm(v)))*)v)/(norm(u*acos((u  angle

5)':(1 v 

2;:-2u

=

=

=

=

 

 

  ، اگر ضرب داخلي دو بردار برابر صفر باشد،  گويند1متعامد را v وuبا توجه به تعريف دو بردار
)1-22(         0=vu,  

براي بردارهاي .  باشدvu∗=0 و براي بردارهاي مختلطvuT=0به عبارتي براي بردارهاي حقيقي
   رابطه زير برقرار است،v وuمتعامد

)1-23(      2222 vuvuvu −=+=+  
، برابر يك باشدهم  بردارها  بودن نُرم متعامداگر علاوه بر . مي باشد2فيثاغورثكه در واقع همان رابطه 

  . گفته مي شود3يكامتعامد به آن بردارها

                                                 
١ Orthogonal 
٢ Pythagorean 
٣ Orthonormal 
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 به آن ، باشد كه تمامي آنها دو به دو متعامد باشندشامل بردارهايي Sاگر مجموعه اي مانند: 3نكته
حال اگر در يك مجموعه متعامد نُرم تمامي بردارها برابر گفته مي شود، مجموعه يك مجموعه متعامد 

  . گفته مي شوديكامتعامد به آن مجموعه ،يك باشد
  

  12-1مثال
  ريد،بردارهاي زير را در نظر بگي

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =−=−= ]4,0,2[],0,1,0[],1,0,2[: 321 vvvS  

321متعامد و يكامتعامد بودن بردارهاي) الف ,, vvvرا بررسي كنيد .  
  براي متعامد بودن ضرب داخلي دو به دوي اين بردارها را محاسبه مي كنيم،

0)4)(0()0)(1()2)(0(,

0)4)(1()0)(0()2)(2(,

0)0)(1()1)(0()0)(2(,

32

31

21

=+−+=

=−++=

=−+−+=

vv

vv

vv
  

براي بررسي يكامتعامد بودن، نُرم بردارها را محاسبه . باشد يك مجموعه متعامد مي Sبنابراين مجموعه
  .مي كنيم

52)4()0()2(

1)0()1()0(

5)1()0()2(

222
3

222
2

222
1

=++=

=+−+=

=−++=

v

v

v

  

  . يك مجموعه يكامتعامد نيستSاز آنجائيكه نُرم تمامي بردارها برابر يك نمي باشد، پس مجموعه
321بردارهاي) ب ,, vvvد تبديل كنيد را به بردارهاي يكامتعام.  

اگر هر يك از بردارها . براي اين منظور بايد بردارها را به نحوي تبديل كنيم كه نرم آنها برابر يك گردد
  را به نُرم خودش تقسيم كنيم چنين هدفي بدست مي آيد،

( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛===

−=−==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=−==

5
2,0,

5
1)4,0,2(

52
11

0,1,0)0,1,0(
1
11

5
1,0,

5
1)1,0,2(

5
11

3
3

3

2
2

2

1
1

1

v
v

u

v
v

u

v
v

u

  

321حال مي توان براحتي نشان داد كه بردارهاي جديد ,, uuuامتعامد هستند، يك 

1

0,,,

321

323121

===

===

uuu

uuuuuu
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   و نُرم توابع پيوستهضرب داخلي -1-2-5
] در بازه و حقيقي دو تابع پيوستهxg)( وxf)(فرض كنيد ]ba,ضرب داخلي اين .  باشند

   بصورت زير تعريف مي شود، و حقيقيدو تابع پيوسته
)1-24(        ∫=

b

a
dxxgxff,g )()(  

  
  ي يك بردار را داراست،مي توان نشان داد كه اين تعريف تمامي چهار شرط ذكر شده براي ضرب داخل

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=→=

>→≠
→==

===

+=+=

+=+

===

∫∫

∫∫
∫∫

∫
∫∫

0,0

0,0
)()()(,4.

,)()()()(,3.

,,)()()()(

)())()((,2.

,)()()()(.1

b

a

2b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

fff

fff
dxvfdxxfxfff

fgcdxxgxfcdxxgxcfgcf

hghfdxxhxgdxxhxf

dxxhxgxfhgf

fgdxxfxgdxxgxff,g

  

 
  13-1مثال

]0,/2[ضرب داخلي دو تابع پيوسته زير را در بازه  πمحاسبه نماييد .  
xxxgxxxf cossin)(,cossin)( +=−=  

  با توجه به تعريف بالا داريم،

∫
∫∫

=−=

+−==
2/

0

22

2/

0

2/

0

0)cos(sin

)cos)(sincos(sin)()(
π

ππ

dxxx

dxxxxxdxxgxff,g
  

  . متعامد هستندxg)( و xf)(لذا مي توان گفت كه دو تابع 
□  
  

)0,( كه در بازهtf)( براي يك تابع يا سيگنال پيوسته اسكالر مانند:1نكته   تعريف شده باشد، نُرم ∞
  هاي زير در حوزه زمان قابل بيان هستند،

∫
∞

=
011 )(: dttffL  

)1-25(       
2/1

0

2
22 )(: ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∫

∞
dttffL  

)(sup:
0

tffL
t≥

∞∞ =  co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir
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 يك زيرمجموعه از اعداد حقيقي S اگر، يعنيمي باشد 1مسوپريم در اينجا به معناي supعبارت 
sup(Sa(،باشد  ∋Sxبراي تماميكوچكترين مقداري باشد، بطوريكه  aدر صورتيكه ، است=

xaداشته باشيم،  ≥.  
  

  14-1مثال 
   را بدست آوريد،L∞ و1L،2L هايبراي هر يك از تابع اسكالر پيوسته زير مقدار نُرم

0,)(.1 >= − aetf at  

a
dtedttff at 1)(

001
=== ∫∫

∞ −∞   1sup)(sup
00

=== −

≥≥
∞

at

tt
etff

 
a

dtedttff at

2
1)(

2/1

0

2
2/1

0

2
2

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∫∫

∞ −∞  

 
10,5.0)(.2 <<−= tttf  

4
1

8
1

8
1)5.0()5.0(5.0)(

1

5.0

5.0

0

1

001
=+=−++−=−== ∫∫∫∫

∞
dttdttdttdttff  

5.05.0sup)(sup
100

=−==
≤≤≥

∞
ttff

tt
  

12
1)5.0()(

2/11

0

2
2/1

0

2
2

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∫∫

∞
dttdttff  

□  
  

   شوارتز بصورت زير قابل بيان است،- نامساوي كوشي و حقيقيبراي توابع اسكالر پيوسته :2نكته 

)1-26(          
21

2
21

2 )()()()( ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛≤= ∫∫∫

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxff,g  

  
   ضرب  ماتريس ها-1-2-6

ضرب يك ماتريس در ماتريس ديگر هنگامي امكان پذير است كه تعداد ستونهاي ماتريس   
بنا به . در غير اينصورت عمل ضرب تعريف نشده است. م برابر باشداول با تعداد سطرهاي ماتريس دو
mnAتعريف حاصلضرب يك ماتريس rmB در يك ماتريسija با درايه هاي×  jkb با درايه هاي×

rnCماتريسي مانند   كه درايه هاي آن بصورت زير محاسبه مي شوند، است ×

)1-27(        ∑
=

=
m

j
jkijik bac

1
  

  

                                                 
١ Supremum 
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len

gin
ee

rs
.ir



                                               مقدمه اي بر بردارها و ماتريس ها:  اول فصل                                                                                             

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

28 

  15-1مثال
   را در نظر بگيريد، حاصلضرب آنها بصورت زير خواهد بود،B×24 وA×43ماتريس هاي

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

13
20

32
41

,
6701
2513
1342

BA

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×+−×+×+×−×+×+×+×−
×+−×+×+××+×+×+×
×−+−×+×+××−+×+×+×

=

1217
711

137

)16()27()30()41()36()07()20()11(
)12()25()31()43()32()05()21()13(
)11()23()34()42()31()03()24()12(

AB

  

  . امكان پذير نمي باشدBAيداست حاصلضربهمانطور كه پ
   داريم،MATLAB با بكارگيري از نرم افزار 

agree. must dimensions matrix Inner

* ==> using Error ???

A*B

12-   17    

7     11    

13    7     

= ans

B*A

1];  2;3-  3;0  4;2  [1=B

6];  7  0  2;-1  5  1  1;3-  3  4  [2=A

  

  
□  
  

BAABبديهي است كه در حالت كلي ضرب ماتريسي جابجايي پذير نمي باشد،: 1نكته  ، از اين رو ≠
BAABگرليكن ا. ترتيب حائز اهميت است .  را جابجايي پذير گويندB وA باشد ماتريس هاي=

021122112بطور مثال در ماتريسهاي زير اگر ==== bbaaباشد، آنگاه Aو B جابجايي پذير 
co  .خواهد بود

nt
ro

len
gin

ee
rs

.ir
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++
++

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++
++

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2222122121221121

2212121121121111

2221

1211

2221

1211

2222122121221121

2212121121121111

2221

1211

2221

1211

abababab
abababab

aa
aa

bb
bb

BA

babababa
babababa

bb
bb

aa
aa

AB
  

  
mnAبراي ماتريس هاي: 2نكته ×،rmB prC و×    قانون شركت پذيري صادق است،×

)()( BCACAB =  
  از اينرو داريم،

L,3,2,1,,
)()())((

==

===
+ nmAAA

DABCBCDACDABABCD
nmnm  

  
mnAبراي ماتريس هاي: 3نكته ×،mnB ×،rmC rmD و×    قانون توزيع پذيري زير صادق خواهد بود،×

BDBCADACDCBA +++=++ ))((  
  
   مشتق و انتگرال يك ماتريس-1-2-7

mntAمشتق يك ماتريس   ام taij)(برابر مشتق درايهام آن ij ماتريسي است كه هر درايه)(×
mntAماتريس  tام نسبت بهtaij)(بديهي است، اين در صورتي امكان پذير است كه درايه.  باشد)(×

  .مشتقپذير باشد

)1-28(        

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

)()()(

)()()(

)()()(

)(

21

22221

11211

ta
dt
dta

dt
dta

dt
d

ta
dt
dta

dt
dta

dt
d

ta
dt
dta

dt
dta

dt
d

tA
dt
d

nmnn

m

m

L

MOMM

L

L

  

 
mntA يك ماتريسبه طريق مشابه، انتگرال   با ماتريسي تعريف مي شود كه هر درايهt نسبت به)(×

ij ام آن برابر انتگرال درايه)(taijام ماتريسmntA   . باشد)(×
  

)1-29(       

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

∫∫∫

∫∫∫
∫∫∫

∫
dttadttadtta

dttadttadtta

dttadttadtta

dttA

nmnn

m

m

)()()(

)()()(

)()()(

)(

21

22221

11211

L

MOMM

L

L
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   باشند، آنگاه روابط زير برقرار است،t توابعي ازB وAگر عناصر ماتريس هايا: 1نكته

dt
dBAB

dt
dAAB

dt
d

B
dt
dA

dt
dBA

dt
d

+=

+=+

)(

)(
  

  ن گفت، باشد، آنگاه مي تواt يك اسكالر و تابعي ازtk)(اگر: 2نكته

∫∫ −=

+=

b

a

b

a

b

a
dt

dt
dBAABBdt

dt
dA

dt
tdkAtk

dt
dAtAk

dt
d )()())((

 

  

  16-1مثال
   را در نظر بگيريد، مشتق و انتگرال اين ماتريس بصورت زير بدست مي آيد،tA)(ماتريس

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
+

=
−

22
1

)(
t
et

tA
t

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−+
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

−
−

∫
3

2

3
12

2
1

)(,
20

1
)(

tt

ett
dttA

t
e

tA
dt
d

t
t

  

□  
  
  ماتريس مربعي اثر -1-2-8

nnA يك ماتريس مربعي مانند1اثر      بصورت زير تعريف مي شود،×

)1-30(          ∑
=

==
n

i
iiaAA

1

)(tr)(trace  

  .ي مجموع عناصر روي قطر اصلي خواهد بودبه عبارت
nnA براي ماتريس هاي:1نكته nnB و×   داريم،×

)(tr)(tr)(tr,)(tr)(tr BABAAA +=+=αα  
mnAبراي ماتريس هاي nmB و× BAAB بدون توجه به اينكه× BAAB و يا =    باشد داريم،≠

∑∑
= =

==
n

i

m

j
jiijbaBAAB

1 1

)(tr)(tr  

   باشد داريم،m=1اگر 
BAAB =)(tr  

                                                 
١ Trace 
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 17-1مثال 
  به موارد زير توجه نمايد،

11542)(
512
241
532

=++=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= AtraceA  

   براي محاسبه اثر ماتريس استفاده مي شود،trace(A) از دستور MATLABنرم افزار  در

11    

= ans

trace(A)

5]; 1 2;2 4 5;1 3 [2=A

  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=−−=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=

−=−=→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=

→

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=

3213245)(
13165
2244

1985

324816)(
4855
1816

43
68
21

742
501

BAtraceBA

ABtraceAB

B

A

  
)()(مشخص است كه BAtrABtr    داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار .  مي باشد=

32-   

= ans

A)*trace(B

32-   

= ans

B)*trace(A

4];- 6;3 2;-8 [1=B

7]; 4- 5;2 0 [1=A

   

□  
  
  هاماتريس  دترمينان -1-2-9

nnAبراي هر ماتريس مربعي مانند   مي توان نسبت داد كه  1دترمينان عددي را به عنوان ×
  بصورت زير تعريف مي گردد،

)1-31(      ∑
=

+−==
n

j
ij

ji
ij AaAA

1
)det()1()det(  

                                                 
١ Determinant 
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ijA1()1( يك ماتريس مربعي( −×− nnاست كه از حذف سطر iام و ستونj ام در ماتريس
nnA   . بدست مي آيد×

 بصورت زير قابل بيان ×44 و×33،×22با توجه به تعريف بالا دترمينان ماتريس هاي
  هستند،

   داريم،×22براي يك ماتريس -

)1-32(      21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

A −==  

  
  18-1مثال 

   زير را بدست آوريد،A×22دترمينان ماتريس

23241
43
21

−=×−×=→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= AA  

   مي توان دترمينان ماتريس را محاسبه نمود،MATLAB نرم افزار det(A) دستور با استفاده از

2-    

= ans

det(A)

4]; 2;3 [1=A

  

□  
  
   داريم،×33براي يك ماتريس -
  

)1-33  (  

)()()( 312232211331233321123223332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

A

−+−−−=

=
  

  
  19-1مثال 

   زير را بدست آوريد،A×33دترمينان ماتريس

235336)81(5)45(3)220(2
512
241
532

−=−−=−+−−−=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= AA  

□  co
nt

ro
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   داريم،×44براي يك ماتريس -

44434241

34333231

24232221

14131211

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

A =  

)1-34(    

2423

1413

4241

3231

3433

1413

4241

2221

4443

1413

3231

2221

3433

2423

4241

1211

4443

2423

3231

1211

4443

3433

2221

1211

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

A

+−+

+−=

   

  . گويند1بسط لاپلاسبه اين رابطه 
  

  20-1مثال 
   زير را بدست آوريد،A×44دترمينان ماتريس

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

5012
5845
2041
5032

A  

  

20
50

12
45

58
50

12
41

50
50

45
41

58
20

12
32

50
20

45
32

50
58

41
32

+−++−=A
  

  
( ) 1603))40(7()016())16(4()07()405( −=×−+−×−−×−+−×−+×−−×=

□  
  
   خواص دترمينان-1-2-10

   داراي خواص زير است،×nnدترمينان يك ماتريس مربعي  
  
نها علامت دترمينان تغيير دترمينان با يكديگر تعويض شوند، ت) يا دو ستون( اگر جاي دو سطر -1

  .خواهد كرد
  
  

                                                 
١ Laplace’s Expansion 
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  21-1مثال 
 كه خواهد آمد،بدست  Bرا در نظر بگيريد، با تعويض سطر دوم و سوم آن ماتريس Aماتريس

  . استAدترمينان آن منفي دترمينان ماتريس

2
512
241
532

−=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= AA  

32: تعويض سطر دوم و سوم rr ↔  

235336)18(5)54(3)202(2
241
512
532

=++−=−+−−−=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= BB  

   داريم،MATLABدر نرم افزار 
  

2     

= ans

det(B)

2     4     1     

5     1     2     

5     3     2     

= B

:)2], 3 A([1=B

2-    

= ans

det(A)

5];  1  2;2  4  5;1  3  [2= A

  

□  
  
ديگر جمع كنيم مقدار دترمينان ) يا يك ستون(رمينان را با يك سطردت) يا يك ستون( اگر يك سطر-2

  .تغيير نمي كند
  

  22-1مثال 
 بدست آيد، كه Bرا در نظر بگيريد، سطر دوم را با سطر اول جمع مي كنيم تا ماتريس Aماتريس

co  . استAدترمينان آن همان دترمينان ماتريس
nt
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len
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2
512
241
532

−=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= AA  

221:  و در جايگزين سطر دوم مي كنيمسطر دوم را با سطر اول جمع مي كنيم rrr →+  

255356)143(5)1415(3)735(2
512
773
532

−=−−=−+−−−=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= BB  

   داريم،MATLABدر نرم افزار 

2-    

= ans

det(B)

5     1     2     

7     7     3     

5     3     2     

= B

:)]A(3,:);A(2,+:)A(1,:);[A(1,=B

2-    

= ans

det(A)

5]; 1 2;2 4 5;1 3 [2=A

  

□  
  
  .ه باشد، آنگاه دترمينان آن صفر استيكسان داشت) يا دو ستون( اگر يك ماتريس دو سطر-3
  

  23-1مثال 
  دترمينان ماتريس زير را محاسبه كنيد،

01010)010(1)1515(6)100(1
323
505

161
=−=−−++−−+=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−= AA

□  
  
nnA دترمينان حاصلضرب دو ماتريس مربعي-4 nnB و×   ،اصلضرب دترمينان هاي آنها است برابر ح×

BABAAB ==  co
nt
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len

gin
ee
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.ir



                                               مقدمه اي بر بردارها و ماتريس ها:  اول فصل                                                                                             

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

36 

 ضرب شود، آنگاه دترمينان آن kدر يك عدد اسكالر) يا يك ستون(اگر در يك ماتريس يك سطر  -5
  . ضرب مي شودkماتريس در

  
nnA اگر تمامي درايه هاي يك ماتريس مربعي-6 د، آنگاه دترمينان آن  ضرب شونk در عدد اسكالر×

   ضرب خواهد شد،nkماتريس در
AkkA n=  

  
  24-1مثال

  صحت تساوي زير را نشان دهيد،

))()((
111

222

bcacab
cba
cba −−−=  

 A از تركيب سطرهاي ماتريس با توجه به خاصيت دوم مطرح شده براي دترمينان ها،براي اين منظور
  استفاده مي نماييم،

222

111

cba
cbaA =  

  

accabb
acabA

rrar
rrar

−−
−−=⇒

⎭
⎬
⎫

→+−
→+−

22221

332

0
0

111
  

  

))((00
0

111

00
0

111

2
332

acbc
acab

babcacc
acabArrbr

−−
−−=

+−−
−−=⇒→+−  

  
))()(( acbcabA −−−=  

□  
  
  
  
  co
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   ماتريس هاي منفرد، غير منفرد و ماتريس معكوس -1-2-11
nnAيك ماتريس مربعي   ند، اگر يك ماتريسي گويويژه نا يا 1منفردغير را ماتريس ×

nnBمانند IBAAB چنان وجود داشته باشد، كه ×  نشان داده A−1 باشد، آن ماتريس را با نماد==
 ويژه يا 3منفرد را A ماتريس وجود نداشته باشد،A−1اگر.  مي گويندA ماتريس2معكوسو به آن 

  .گويند
  . غير صفر باشدA زماني وجود دارد كهA−1ماتريس معكوس: 1نكته
nnAاگر ماتريس هاي مربعي: 2نكته nnB و×  نيز يك ماتريس ABلضربمنفرد باشند، آنگاه حاص غير×
)(111منفرد است و غير −−− = ABABمي باشد .  

nnA يك عدد اسكالر غير صفر و ماتريسkاگر: 3نكته    غيرمنفرد باشد، آنگاه داريم،×

AAA
k

kA == −−−− 1111 )(,1)(  

   است،A همان معكوس دترمينانA−1وسدترمينان ماتريس معك: 4نكته

11 111 ==→= −−− AAAA
A

A  

nnAاگر ماتريس مربعي: 5نكته د براي حل آن  يك جواب منحصربفر مي توان غيرمنفرد باشد،×
  بصورت زير بدست آورد،

bxbx 1−=→= AA  
  
  

  .  بصورت زير قابل بيان هستند×33 و×22عاريف بالا معكوس ماتريس هايبا توجه به ت
   داريم،×22براي يك ماتريس غيرمنفرد -
  

)1-35  (⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
−−

==→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

++

++
−

11
22

21
12

12
21

22
11

1

2221

1211

)1()1(
)1()1(1)(

aa
aa

AA
AadjA

aa
aa

A                  

  
 است، كه هر عنصر ترانهاده آن از دترمينان ماتريس متناظر 4اقيماتريس الح Aadj)(در رابطه فوق
  .ام بدست آمده استjام و ستونiبا حذف سطر

  

                                                 
١ Nonsingular 
٢ Inverse 
٣ Singular 
٤ Adjoint 
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  25-1مثال 
   زير را بدست آوريد،A×22معكوس ماتريس

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

=→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= −

2123
12

13
24

2
1

43
21 1AA  

  
   براي محاسبه معكوس ماتريس بكار مي رود،MATLABار در نرم افز inv(A)دستور 

0.5000-   1.5000    

1.0000    2.0000-   

= ans

inv(A)

4]; 2;3 [1=A

  

□  
  
   داريم،×33براي يك ماتريس غيرمنفرد -

)1-36(

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−+

−+−

+−+

=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= −

2221

1211

3231

1211

3231

2221

2321

1311

3331

1311

3331

2321

2322

1312

3332

1312

3332

2322

1

333231

232221

131211 1

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

A
A

aaa
aaa
aaa

A  

      
  26-1مثال 

   زير را بدست آوريد،A×33معكوس ماتريس

3)09(2)60(1)90(1
032
303
211

=−++−−=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
= AA  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

−
−−

−

−

=−

359
346
369

3
1

03
11

32
11

32
03

33
21

02
21

02
33

30
21

03
21

03
30

3
11A  
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بدست آوردن ماتريس الحاقي نيز يكي ديگر از مواردي است كه كاربرد زيادي در جبر خطي 
   را بصورت زير تعريف كرد،adjدارد، براي اين منظور مي توان تابع 

n);n,reshape(B,  B

end

end   

l)];k,cofact(A,[B;  B      

n:1l for   

n:1  k for

[];  B

end   

)singular' is Matrixwarning('   

0det(A) if

end

)square' be must Matrixerror('   

n ~ m if

size(A);  n][m,

adj(A).  B function

=

=

=

=

=

==

=

=

=

 
   استفاده شده در برنامه بالا به شرح زير مي باشد،cofactتابع 

 

det(B);*l)(k(-1)^  ckl

n]);:11,l-l:[1n],:1k1,-k:A([1  B

end

15   

)square' be must Matrixerror('   

n ~ m if

size(A);  n][m,

A. matrix the of entry a_kl the of ckl Cofactor %

k,l)cofact(A,  ckl function

+=

++=

=

=

=

 

  اجراي برنامه بصورت زير مي باشد،

37     68-    7          

38-    8-     22         

23-    52     53-        

= ans

adj(A)

2]; 9 7;4 5 6;3 1 [8=A
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  همچنين براي ماتريس هاي پارامتري هم قابل استفاده مي باشد،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

λ
λ

λ

276
951
438

A  

λ^2]+λ*13-37  λ,*9+68-     λ,*4+7       [

λ]*7+38-     λ^2,+λ*10-8- λ,*3+22      [

λ]*6+23-     λ,+52        λ^2,+λ*7-53- [

= ans

adj(A)

l^3-l^2*15+l*24+360-

 = ans

 det(A)

l];-2 9 7;4 l-5 3 6; 1 l-[8=A

);sym(' λy=λ

  

  
  27-1مثال

   داريم،Aثابت كنيد براي ماتريس غيرمنفرد
IAAAAA ))(det())(adj())(adj( ==  

  
  رابطه بالا به شكل زير قابل اثبات است،

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=→=→=

=→=→=

≠
−

≠
−

IAAAIA
A
AIAA

IAAAI
A
AAIAA

A

A

))(det())(adj()
)det(
)(adj(

))(det())(adj()
)det(
)(adj(

0)det(
1

0)det(
1

  

□  
  

  28-1مثال
 را محاسبه نماييد، سپس با استفاده از آن Aبا محاسبه دترمينان و ماتريس الحاقي معكوس ماتريس

  .پاسخ دستگاه معادلات زير را بيابيد

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−
→=

5
3
1

521
112
131

3

2

1

x
x
x

A bx  

co   صحت رابطه زير را بررسي نماييد،Aبراي ماتريس
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))(tr2)(tr)(tr3)(tr(
!3

1)det( 323 AAAAA +−=  
  ابتدا مقدار دترمينان و ماتريس الحاقي را بدست مي آوريم،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−=

=−−+−−−=
−−

−
−

=

753
369

2133
)(adj

27)14(1)110(3)25(1
521

112
131

A

A

  

  اييم،حال با استفاده از تعريف ماتريس معكوس را محاسبه نموده و دستگاه معادلات را حل مي نم

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−==

−−

−−−

27
7

27
5

9
1

9
1

9
2

3
1

27
2

27
13

9
1

1

753
369

2133

27
1

)det(
)(adj

A
AA  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==→=

−

−

−−

−−−

27
47
9
8

27
52

27
7

27
5

9
1

9
1

9
2

3
1

27
2

27
13

9
1

1

5
3
1

xbxbx AA  

   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

1.7407-  

0.8889-  

1.9259   

  x

b*inv(A)  x

5]; 3; [1; = b

5];-  2  1- 1;  1-  2 1;-  3  [1 = A

=

=
  

   صحت رابطه زير را بررسي مي نماييم،Aحال براي ماتريس

))(tr2)(tr)(tr3)(tr(
!3

1)det( 323 AAAAA +−=  

194)(tr,45)(tr,5)(tr,27)det( 32 −==−== AAAA  

)det(27)388675125(
6
1))194(2)45)(5(3)5((

6
1

)(tr2)(tr)(tr3)(tr(
!3

1

3

323

A

AAAA

==−+−=−+−−−=

+−
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  نُرم ماتريس ها -1-2-12
  نُرم يك ماتريس حداكثر بزرگنمايي يا بهره آن را تحت چنين تبديلي نشان مي دهد،

  
  
  

xxyتابع Af ==  را بر روي xبعديn را مي توان بصورت نگاشتي در نظر گرفت كه يك بردار)(
xxلذا نسبت.  مي نگاردyبعديmيك بردار /A را مي توان به عنوان بهره يا بزرگنمايي اپراتور 

fدر جهت بردار x ،تعريف كرد   

)1-37                  (                           
x
x

x
A

gain =)(  

  
حال مي توان نُرم يك .  بزرگ، كوچك حتي صفر باشد مقداريمي تواند بديهي است كه اين بهره

  ، دانست كه در اختيار داريمxماتريس را بصورت بزرگترين بهره قابل دسترسي از بين تمامي بردارهاي

)1-38(                 
x
x

x
0x0x

A
gainA

≠≠
== max)(max  

  
xx خواهيم داشت، x≠0 باشد، در اينصورت براي تمامي A>>1لذا اگر  <<A يعني تابع 

f بردار xرا شديداً تضعيف مي نمايد و اگر Aمقدار بزرگي داشته باشد )(xgain هم مقدار 
  . بزرگي خواهد بود

  
  29-1مثال

  به مثال هاي زير توجه نماييد،

1],,[
001
100

010
.3

1maxmax.2

00maxmax00.1

2
1

2
3

2
2132 =→++=→−=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

===→=→=

===→=→=

≠≠

≠≠

AxxxAxxxAA

A
AAIA

A
AAA

xx

x
x

x
x

xx

xx
x

x

0x0x

0x0x

  

A x xA
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22
2

2
1

22
2

2
1

2

1

1
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1

,.4

mm

mmm

aaaAaaaxA

xa

xa
xa

Axx

a

a
a

A

+++=→+++=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡

=→=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

×

LL
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x

x

  

  
  

},,,max{max

],,,[

00

00
00

.5

2122
2

2
1
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2

2
2

2
1

2
1

2211
2

1

n

n

nn

nn

n

xxx

xxx
A

xxxAA

ααα
ααα

ααα

α

α
α

K
L

L

K

L

MOMM

L

L

=
+++

+++
=

=→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

≠0x

x

  

  
  براي اثبات، فرض كنيد داريم،
{ }iin ααααα max1

22
2

2
1 =⇒≥≥≥ L  

  
   است، مي توان نوشت،x≠0از آنجاييكه

22
2

2
11

222
2

2
2

2
1

2
1

22
2

2
1

2
1

222
2

2
2

2
1

2
1 )(

nnn

nnn

xxxxxx

xxxxxx

+++≤+++

+++≤+++

LL
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αααα

αααα
  

  

122
2

2
1

222
2

2
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2
1

2
1 α

ααα
≤

+++

+++

n

nn

xxx
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L

L  

  
  بنابراين داريم،

{ }n

n

nn A
xxx

xxx
αααα

ααα
,,,maxmax 21122

2
2
1

222
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2
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2
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  . براي نُرم ماتريس تعاريف مختلفي وجود دارد كه به برخي از آنها اشاره مي كنيم
nnA براي يك ماتريس مربعي-1    معروف است، بصورت زير تعريف شود،p يك نُرم كه به نُرم×

)1-39(             1,maxmax
11

≥==
==

pA
A

A
p

p

p
p

pp

x
x

x
xx

  

  
   داريم،p=1 در تعريف قبل به ازاي-2

)1-40(                            )(maxmax
111

1
∑==

=

n

i
ijj

aAA x
x

  

  . قع همان بزرگترين مقدار مجموع قدر مطلق هاي عناصر ستون هاي ماتريس استكه در وا
  
   نُرم به شكل زير تعريف مي گردد،p=2 براي-3
)1-41(                               max212

2

max λ==
=

x
x

AA  

IAAT ماتريس مي شودمقدار عددي است، كه سبب بزرگترين maxλاينجادر  λ−منفرد گردد  .  
  مي توان نشان داد كه،

)1-42(                             
min21

2

1 1
min

1

2

λ
==

=

−

x
x

A
A  

IAAT كوچكترين مقدار عددي است، كه به ازاي آن ماتريسminλدر آن، λ−منفرد مي گردد .  
  
   باشد نُرم به شكل زير تعريف مي گردد،p=∞تيكه براي حال-4

)1-43(                          )(maxmax
1 ∑==

∞=∞
∞

n

j
iji

aAA x
x

  

  . كه در واقع همان بزرگترين مقدار مجموع قدر مطلق عناصر سطر هاي ماتريس است
  
nmAنُرم ماتريس يك تعريف ديگري از -5  بدين صورت تعريف ، است معروف1نُرم فروبنيوس كه به ×

  مي گردد،

)1-44(                                  
2

1

1 1

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∑

= =

m

i

n

j
ijF

aA  

  همچنين مي توان نوشت،
)1-45(         )( AAtraceA T

F
=  

                                                 
١ Frobenius Norm 
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nnAتمامي تعريف هاي داده شده براي نُرم يك ماتريس   ت،   داراي خواص زير اس×

BAAB

BABA

AAAA T

≤

+≤+

== ∗

.3

.2

,.1

  

0

xx

=⇔=≥

=

≤

AAA

AkkA

AA

0,0.6

.5

.4

  

  
  30-1مثال

⎥براي ماتريس 
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
02
46

A  و⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
53
12

B ،داريم  

  
( ) ( )
( ) ( ) ( ) 1002,46max,maxmax

8)04,26max(,maxmax

2221121121

22122111211

=+−+−=++=+=

=+−+−=++=+=

∞
aaaaaaA

aaaaaaA

iii

jjj  

( ) 560426 22222/12
22

2
12

2
21

2
11 =++−+−=+++= aaaaA

F
  

  
( ) ( )
( ) ( ) ( ) 853,12max,maxmax

6)51,32max(,maxmax

2221121121

22122111211

=+−+=++=+=

=+−+=++=+=

∞
bbbbbbB

bbbbbbB

iii

jjj  

( ) 395132 22222/12
22

2
12

2
21

2
11 =++−+=+++= bbbbB

F
  

  
براي محاسبه

2
Aو 

2

1−Aابتدا از رابطه IAA λ−∗ مقدار maxλ و minλ ،را  محاسبه  مي كنيم   
 

}5628,5628{0576)16)(40(

1624
2440

0
0

02
46

04
26

−+=→=−−−=−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=−

λλλλ

λ
λ

λ
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λ

IAA

IAA

T
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5628
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2

1
2

−
=+= −AA  
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}55.65.19,55.65.19{0169)26)(13(

2613
1313

0
0

53
12

51
32

−+=→=−−−=−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=−

λλλλ

λ
λ

λ
λ

λ

IBB

IBB

T

T

  

55.65.19

1,55.65.19
2

1
2

−
=+= −BB  

  
   ماتريس را بدست آورد،p مي توان نُرم MATLABدر نرم افزار  norm(A,p)با استفاده از دستور 

7.4049    

= ans

norm(A,2)

7.4833    

= ans

)fro''norm(A,

10    

= ans

inf)norm(A,

8     

= ans

norm(A,1)

0]; 4;-2 [-6=A

 

□  
  
     روابط كاربردي از ماتريس هاي بلوكي و دترمينان ها-1-2-13

در .  گويندماتريس هاي بلوكيستند، ماتريس هايي كه درايه هاي آنها خود ماتريس هبه   
 . ارائه شده استه با اين ماتريس ها و دترمينان آنهااين مبحث چند رابطه كاربردي در رابط

  
nnA براي ماتريس هاي:1نكته ×،mnB ×،nmC mmD و×   تند، روابط زير برقرار هس×

  
   باشند، داريم،D≠0 وA≠0 اگر)الف

)1-46(        DA
DC

A
D
BA

==
0

0
  

  co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



                                                          مقدمه اي بر بردارها و ماتريس ها: فصل اول

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

47 

nnA از آنجائيكه ماتريس:اثبات    غيرمنفرد است، داريم،×

DAIIDIIA
I

BAI
D

I
I

A
D
BA

I
BAI

D
I

I
A

D
BA

mnnm
m

nn

m

m

nn

m

===

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

−

00
0

0
0

0

00
0

0
0

0
1

1

  

mmDبطور مشابه از آنجائيكه ماتريس   . قسمت دوم نيز قابل اثبات مي باشد غيرمنفرد است،×
  
==0 يا D=0 ياA=0 اگر)ب DA،باشند، داريم   

)1-47(        0
0

0
==

DC
A

D
BA  

  

   باشد، آنگاه،A≠0 اگر)ج

)1-48(        BCADA
DC
BA 1−−=  

  

   باشد مي توان نوشت،A≠0 اگر:اثبات

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−

BCAD
BAI

IC
A

DC
BA n

m
1

1

0
0  

BCADABCADIIA

BCAD
BAI

IC
A

DC
BA

nm

n

m

11

1

1

0
0

−−

−

−

−=−=

−
=

  

  
   باشد، آنگاه،D≠0 اگر)د

)1-49(        CBDAD
DC
BA 1−−=  

  

   باشد مي توان نوشت،D≠0 اگر:اثبات

CBDADICBDADI
ICD

CBDA
D
BI

DC
BA

ICD
CBDA

D
BI

DC
BA

mn
m

n

m

n

11
1

1

1

1

0
0

0
0

−−
−

−

−

−

−=−=
−

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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   باشند، داريم،D≠0 وA≠0 اگر)ه

)1-50(      ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−

−−

111

11
00

DCAD
A

DC
A  

)1-51(      ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−−−

1

1111

00 D
BDAA

D
BA  

  مي توان نوشت،براي رابطه اول :  اثبات

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

− −−−−−

−
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m

n

I
I

ICDCD
I

DC
A

DCAD
A

0
0000

11111

1

  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−−−

−

m

n

m

n

I
I

ICACA
I

DCAD
A

DC
A

0
0000

11111

1

  

  
  ريم، دابطور مشابه براي رابطه دوم

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ − −−

−

−−−

m

n

m

n

I
I

I
BABAI

D
BA

D
BDAA

0
0

000

11

1

111

  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣
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−−−

m

n

m

n

I
I

I
BDBDI

D
BDAA

D
BA

0
0

000

11

1

111

  

  
mnA براي ماتريس هاي:2نكته nmB و×  ×nn به ترتيب ماتريس هاي واحدmI وnI با فرض اينكه×

   باشند، روابط زير برقرار است،×mmو
  )الف

)1-52(        BAIABI mn +=+  
  

  ماتريس زير را در نظر بگيريد،: اثبات

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

m

n

IB
AI  

   مي توان نوشت،با توجه به روابط قبل

BAIBAII
IB

AI
mmn

m

n +=+=
−  

ABIABII
IB

AI
nnm

m

n +=+=
−  co
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gin

ee
rs

.ir



                                                          مقدمه اي بر بردارها و ماتريس ها: فصل اول

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

49 

  از اين رو داريم،
BAIABI mn +=+  

  
nB وnA×1 باشد و ماتريس هايm=1 اگر)ب    باشند،1×
)1-53(              BAABIn +=+ 1  
  
+≠0 اگر)ج ABIn،باشد، آنگاه   
)1-54(           BBAIAIABI mnn

11 )()( −− +−=+  
  

)در را  ابتدا طرفين معادله:اثبات )ABIn    ضرب مي كنيم،+
BBAIAABIIABIABIABI mnnnnn

11 )()()())(( −− ++−+=++  
  به اين ترتيب داريم،

n

n

mmn

mnn

I
ABABI

BBAIBAIAABI

BBAIABAAABII

=
−+=

++−+=

++−+=
−

−

1

1

))((

))((

  

  . بيان شده است است كه در ادامه1لم معكوس سازي ماتريسحالت خاصي از رابطه مذكور 
  

nnA براي ماتريس هاي:3نكته ×،mnB ×،nmC mmD و×  با فرض اينكه معكوس هاي نشان داده شده ×
   بصورت زير برقرار است،لم معكوس سازي ماتريسوجود دارند، 

)1-55(      1111111 )()( −−−−−−− +−=+ CABCADBAABDCA  
  

)(را در ابتدا طرفين معادله :اثبات BDCA+ مي كنيم، ضرب  
])()[())(( 1111111 −−−−−−− +−+=++ CABCADBAABDCABDCABDCA  

  در اينصورت داريم،

IBDCABDCAI
CABCADBCADBDBDCAI

CABCADBBDCABBDCAI
CABCADBABDCAABDCAI

=−+=

++−+=

++−+=

++−+=

−−

−−−−−−−

−−−−−−

−−−−−−

11

1111111

111111

111111

))((
)()(
)()()(

  

                                                 
١ Matrix Inversion Lemma 
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  31-1مثال
  . را بدست آوريدA را بصورت زير تفكيك كرد، Aاگر بتوان ماتريس

[ ]54321

8
2
4
1
1

413224168
109642
20161384

54311
54320

5

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

+=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−−−
−−−−

= IA  

  ير استفاده مي نماييم، از رابطه زAبراي محاسبه
nnn BABAABI ××+=+ 11,,1  

  لذا داريم،

[ ] 58

8
2
4
1
1

54321115 =

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

+=+=+= HGGHIA  

   داريم،MATLABدر نرم افزار 

58    

= ans

det(A)

41]; 32 24 16 10;8 9 6 4 20;2 16 13 8 5;4- 4- 3- 1- 5;-1- 4- 3- 2- [0=A

□  
    

   ماتريس مختلط و ماتريس مختلط مزدوج-1-2-14
  .  ماتريسي است كه همه يا برخي از عناصر آن اعداد مختلط باشند1مختلطماتريس   

  
  32-1 مثال

  ، نمونه اي از يك ماتريس مختلط است در زيرAماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−+−
+−−+−=
23341
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jjA  

                                                 
١ Complex 
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 استفاده نمود و بين اين j وi براي نوشتن اعداد مختلط مي توان از نمادMATLABدر نرم افزار 
  نماد و اعداد نبايد علامت ضرب قرار داد،

  

   2.0000-  3.0000i - 3.0000   4.0000i + 1.0000-  

3.0000i + 2.0000-            1.0000-  1.0000i + 1.0000-  

          3.0000             1.0000             0        

= A

2]-  3j-3  4j+3j;-1+2-  1-  j+3;-1  1  [0=A

  

□  
  

 ماتريس است كه هر يك از درايه هاي آن مزدوج مختلط درايه A مختلط ماتريس1مزدوج
] را با A مختلطمزدوج ماتريس.  باشدA  مختلطهاي متناظر در ماتريس ]ijaA ، د نشان مي دهن=

  . استija مزدوج مختلطijaكه در آن
  

  33-1مثال 
  بصورت زير بيان مي گردد، Aمزدوج ماتريس مختلط

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+−−
−−−−−==
23341
3211

310
][

jj
jjaA ij→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−+−
+−−+−=
23341
3211

310

jj
jjA  

  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

        2.0000- 3.0000i+3.0000   4.0000i - 1.0000-  

3.0000i - 2.0000-            1.0000-  1.0000i - 1.0000-  

          3.0000             1.0000             0        

= ans

)'(A.'

      2];- 3j-3 4j+3j;-1+2- 1- j+3;-1 1 [0=A

  

□  
  
  
  

                                                 
١ Conjugated 
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   ماتريس ترانهاده و ماتريس ترانهاده مزدوج-1-2-15
mnAاگر جاي سطرها و ستون هاي يك ماتريس    با يكديگر عوض شوند، يك ماتريس ×

nm× 1ترانهادهماتريس  حاصل مي شود كه آن را mnA  .شان مي دهند نTA مي نامند و با نماد×

)1-56(    
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=→

⎥
⎥
⎥
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⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

mnnn
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A
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A

L

MOMM

L

L

L

MOMM

L

L

21

22212

12111

21

22221

11211

  

  
AAبديهي است كه :1نكته TT   . مي باشد)(=
  بل تعريف باشند،  قاAB و+BAدر صورتيكه: 2نكته

TTTTTT ABABBABA =+=+ )(,)(  
nnAبراي يك ماتريس مربعي : 3نكته AAT همواره × tr)(tr)( و= AAT   .مي باشد =
nnAبراي ماتريس غيرمنفرد: 4نكته TT همواره× AA )()( 11 −−   . است=

   
براي يك ماتريس . ، همان مزدوج ترانهاده يك ماتريس است2ترانهاده مزدوجماتريس 

][ ijaA   . نشان داده مي شودA∗ ياTA  ترانهاده مزدوج با نماد ،=
  

  34-1مثال 
  بصورت زير بدست مي آيد، Aترانهاده مزدوج ماتريس مختلط

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
+−
−−−−

=== ∗

2323
3311
4110

][
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j
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aAA ji
T→

⎥
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⎤
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⎣

⎡

−−+−
+−−+−=
23341
3211

310

jj
jjA  

  
  داريم، MATLABبا استفاده از نرم افزار 

 2.0000- 3.0000i-2.0000-            3.0000   

3.0000i + 3.0000             1.0000-            1.0000   

4.0000i - 1.0000-  1.0000i - 1.0000-            0        

= ans

A'

2];- 3j-3 4j+3j;-1+2- 1- j+3;-1 1 [0=A

  

                                                 
١  Transposed 
٢ Conjugate Transposed 
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 2.0000-  3.0000i + 2.0000-            3.0000   

3.0000i - 3.0000             1.0000-            1.0000   

4.0000i + 1.0000-  1.0000i + 1.0000-            0        

= ans

A.'  

  

□  
  

AA است وA همان ترانهادهTAبديهي است كه مزدوج: 1نكته   .  مي باشد)(∗∗=
  ،قابل تعريف باشند، آنگاه AB و+BAهمچنين در صورتيكه: 2نكته

∗∗∗∗∗∗ =+=+ ABABBABA )(,)(  
∗∗  يك عدد مختلط باشد، آنگاه،cاگر: 3نكته = AccA)(است .  
=∗ يك ماتريس حقيقي باشد، آنگاه Aدر صورتيكه : 4نكته AATمي باشد .  
nnA مربعيماتريسبراي يك : 5نكته AA همواره ×   . مي باشد∗=
nnAبراي ماتريس غيرمنفرد: 6نكته ∗−−∗ همواره × = )()( 11 AAاست .  

  
   ماتريس متقارن و ماتريس شبه متقارن-1-2-16

ه عبارتي براي هر ب.  برابر باشدرانهاده اش با خودشماتريسي است كه ت 1ماتريس متقارن  
   داريم،Aماتريس متقارن

)1-57(                           jiij
T aaAA == ,  

  نامند،  2ماتريس شبه متقارن آن را ، با منفي ترانهاده اش برابر باشدAماتريساگر 
)1-58(                jiij

T aaAA −=−= ,  
TAA، حاصلAبديهي است كه براي هر ماتريس مربعي: 1نكته TAA يك ماتريس متقارن و+ − 

   به مثال زير توجه نماييد،قارن است،يك ماتريس شبه مت
  

  35-1مثال 
  ورت زير داريم، بصAبراي ماتريس مربعي
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⎥
⎥
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⎢
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⎥
⎥
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TT AAAAA

□  

                                                 
١ Symmetric 
٢ Skew-Symmetric 
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  36 -1مثال
  .هر يك ماتريس هاي زير را بصورت حاصل جمع يك ماتريس متقارن و شبه متقارن نمايش دهيد      

ه متقارن  ماتريس شبQ ماتريس متقارن وPماتريس را مي توان بصورت زير تفكيك كرد، كه در آن
  .است

)(
2
1,)(

2
1, TT AAQAAPQPA −=+=+=  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
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⎡
=
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⎥
⎥
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⎤
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⎢
⎢
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⎡
=
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B  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
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⎡
=+=
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2
1)(

2
1 TAAP    و    
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⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
=−=
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2
1)(

2
1 TAAQ  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=+=

830
3411
0116

2
1)(

2
1 TBBP     و    

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=−=

030
303

030

2
1)(

2
1 TBBQ  

□  
  

nmAبراي ماتريس: 2نكته AAB، ماتريس× T=يك ماتريس متقارن خواهد بود .   
BAAAAAAB TTTTTTT ==== )()(  

  

  37-1مثال 
   داريم،Aبراي ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
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⎢

⎣

⎡

−
−=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎣

⎡
−=

10629
2202

921

59
42

01
AAA T  

□  
  

  . يك ماتريس متقارن است، در صورتيكه وجود داشته باشد،معكوس يك ماتريس متقارن: 3نكته
111111 )()()( −−−−

=

=

−− =→==→=→= AAAAIAAIAAIAA TT
AA

II

TTT
T

T
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   ماتريس هرميتي و ماتريس شبه هرميتي-1-2-17
، گويند 1ماتريس هرميتيورده سازد آن را يك آ رابطه زير را برAاگر يك ماتريس مختلط  
  . استija  مزدوج مختلطjiaكه در آن

)1-59(                             jiij aaAA ==∗ ,  
  . حقيقي باشندصفر يا  ر اصلي آنيد مربعي بوده و درايه هاي قطماتريس هرميتي با: 1نكته

  
  38-1مثال 

   هرميتي در زير آورده شده است، هاي نمونه از ماتريسدو
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⎢
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⎥
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jj
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j
jj

j
A  

□  
  

jDCAبصورتمي توان ماتريس هرميتي را هر : 2نكته  Dو C، كه در آن نمايش داد=+
  ي با خواص زير باشند،ماتريس هاي حقيق

TT DDCC −== ,  
  

  39-1مثال 
  مي توان نوشت، Aبراي ماتريس
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□  
  

  باز هم هرميتي است، به عبارتيAمعكوس يك ماتريس هرميتي مانند ماتريس: 3نكته
∗−− = )( 11 AAمي باشد .  
jHGAهر ماتريس مربعي را مي توان بطور يكتا بصورت: 4كتهن  H وG بيان كرد، كه در آن=+

   مي شوند،هرميتي هستند و با روابط زير محاسبهماتريس هاي 

)(
2
1,)(

2
1 ∗∗ −=+= AA

j
HAAG  

   را مي توان بصورت زير نشان داد،H وGهرميتي بودن ماتريس هاي
                                                 
١ Hermitian 
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HAA
j

HGAAG =−−==+= ∗∗∗∗ )(
2
1,)(

2
1  

nnAهرميتيبراي ماتريس هاي : 5نكته nnB و× BAماتريس هاي، × +،BA BAABو −  نيز +
  .هرميتي هستند

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=+=+=+

±=±=±
→

=
=

∗∗∗∗∗∗∗

∗∗∗

∗

∗

)()()(.2

)(.1

ABBAABBAABBABAAB

BABABA

BB
AA  

  

AAA دترمينان يك ماتريس هرميتي همواره حقيقي است، زيرا: 6نكته ==   . است∗
  

nnAاگر يك ماتريس مربعي   ماتريس  را يك A رابطه زير را برآورده سازد، آنگاه ماتريس×
  ، مي نامند1ميتيشبه هر

)1-60(                    jiij aaAA −=−=∗ ,  
 هرميتي بايد مربعي باشد و عناصر روي قطر اصلي آن موهومي  شبهلازم به ذكر است كه يك ماتريس

  . يا صفر باشند
  

  40-1مثال 
   شبه هرميتي هستند، نمونه اي از ماتريس هايماتريس هاي زير
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□  
  

jDCAبصورترا مي توان  A ماتريس شبه هرميتي مانندهر: 1نكته ، كه در  نمايش داد=+
  ي با خواص زير باشند، ماتريس هاي حقيقD وCآن

         TT DDCC =−= ,  
  

  41-1مثال 
  مي توان نوشت، Aريسبراي مات
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□  
                                                 
١ Skew-Hermitian 
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   ماتريس يكين و ماتريس نرمال-1-2-18
 ماتريس مختلطي است كه در آن معكوس ماتريس برابر با مزدوج ترانهاده 1ماتريس يكين  
   به عبارتي،.آن است

)1-61(          ∗− = AA 1  
  

  42-1مثال 
  يس هاي يكين هستند،ماتريس هاي زير نمونه اي از ماتر
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⎥
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⎢
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⎡
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0
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1
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1

,
)2(

15
1)3(

15
1

)3(
15
1)2(

15
1

  

□  
  

IAAAAبا توجه به تعريف ماتريس يكين: 1نكته ==   . مي باشد∗∗
)det(1  يعني برابر واحد است،Aدترمينان يك ماتريس يكين مانندقدرمطلق : 2نكته =A است.  
  . نيز يكين خواهد بودA−1 يكين باشد، آنگاه معكوس آنA اگر ماتريس: 3نكته

IAAAAAA
IAAAAAA

===

===
−∗∗−∗−−

−−∗∗−∗−

))(())(())((
))(()()()()(

1111

1111

  

nnAاگر ماتريس هاي: 4نكته nnB و×   . نيز يكين خواهد بودAB يكين باشند، آنگاه ماتريس×

IBBABABABAB
IAAAABBABAB

===

===
∗∗∗∗

∗∗∗∗

)()(
))((  

  بردار تغيير نمي يابد،ن نُرم يس هاي يكيتبديل هاي انجام شده توسط ماتردر  :5نكته
yx =A  

222 )()( xxxxxxxxy ===== ∗∗∗∗ AAAAA  
  

 2ماتريس نرمالجابجايي پذير باشد، يك  را كه با ترانهاده مزدوج خود  مربعيماتريس
  ط باشد، مختلA بنابراين اگر ماتريس نرمال.گويند

                                                 
١ Unitary 
٢ Normal 

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



                                               مقدمه اي بر بردارها و ماتريس ها:  اول فصل                                                                                             

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

58 

)1-62(          AAAA ∗∗ = 
  .طه زير بر قرار استو اگر حقيقي باشد راب

)1-63(          AAAA TT = 
  

  43-1مثال 
  ماتريس زير نمونه اي از يك ماتريس نرمال است،

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
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⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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j
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j

j
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□  
  

AUU يك ماتريس يكين باشد، آنگاهU يك ماتريس نرمال وAاگر: 1نكته  نيز يك ماتريس −1
 .نرمال است

)()()(
)()())((

1111

111111

AUUAUUAUUUAU
AUAUUAAUUAAUUUAUUAUU

−∗−−∗−∗∗

∗∗∗−∗−∗−∗∗−∗−−

==

===
 

  
  44-1مثال

قيقي يا هرميتي يا شبه متقارن حقيقي يا يك ماتريس نرمال است اگر متقارن حثابت كنيد، 
  . يا متعامد باشد و يكينشبه هرميتي يا

nnAبا توجه به تعريف شرط نرمال بودن ماتريس AAAA در ماتريس حقيقي اين است كه،× TT  و =
AAAAدر ماتريس مختلط **   . باشد=

  
=←متقارن حقيقي  -1 AAT  

AAAA
AAAAA
AAAAA TT

TT

TT

=⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=→=

=→=
2

2

  

=←هرميتي  -2 AA*  

AAAA
AAAAA
AAAAA **

2**

2**

=⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=→=

=→=  

  
=−←شبه متقارن حقيقي -3 AAT  

AAAA
AAAAA
AAAAA TT

TT

TT

=⇒
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⎪
⎬
⎫

−=→−=

−=→−=
2
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=−←شبه هرميتي -4 AA*  

AAAA
AAAAA
AAAAA **

2**

2**

=⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−=→−=

−=→−=  

−=←يكين -5 *1 AA  

AAAA
IAAAA
IAAAA **

*1*

*1*

=⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=→=

=→=
−

−

  

==←متعامد -6 IAAAA TT  
AAAA TT =  

□  
  

  45-1مثال
  .  يك ماتريس يكين استUبه هرميتي باشد، آنگاه يك ماتريس شAثابت كنيد، اگر

)()())(( 11 AIAIAIAIU −+=+−= −−  
   شبه هرميتي باشد، رابطه زير برقرار است،Aطبق تعريف اگر ماتريس

AA −=∗  
−∗به اين نكته مسئله را حل مي كنيم و نشان مي دهيم كهبا توجه  =UU   .است 1

  
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] 11111

111

)()()()()()(

)()()()())((
−−−−∗∗−∗∗

∗−∗∗∗−∗−∗

=−+=+−=−+=

−+=−+=+−=

UAIAIAIAIAIAI

AIAIAIAIAIAIU  

  . ماتريس يكين استUلذا 
□  
  
  ماتريس قطري و ماتريس مثلثي-1-2-19

 ماتريس مربعي است كه تمام درايه هاي آن به جز عناصر روي قطر اصلي 1ماتريس قطري  
  فرم كلي يك ماتريس قطري به شكل زير مي باشد،. همگي صفر هستند

)1-64(    jia
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A ij

nn

≠=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= ,0,

00

00
00

22

11

L

MOMM

L

L

 

  
                                                 
١ Diagonal 
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  ي مي باشد،  اصل قطر روي دترمينان يك ماتريس قطري برابر با حاصلضرب كليه عناصر: 1نكته
nnaaaA L2211=  

 . اگر هيچ يك از عناصر روي قطر اصلي آن صفر نباشند، غيرمنفرد استAلذا ماتريس قطري
  ماتريس قطري به شكل زير است،فرم ديگر نمايش : 2نكته

),,,( 2211 nnaaadiag K  
  

  46-1مثال
  ماتريس هاي زير نمونه هايي از ماتريس هاي قطري مي باشند،
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□  
  
   توان براي ايجاد يك ماتريس قطري استفاده كرد، ميdiagتابع از 

3   0   0     

0   2   0     

0   0   1     

 D

diag(d)  D

3]; 2 [1 d 

=

=

=

 

  
   بصورت زير عمل مي كنيم،D يس  ماتربراي استخراج عناصر قطر اصلي

3     

2     

1     

d 

diag(D) d 

=

=

 

  
شكل   بيان كرد،2پايين مثلثي و 1بالا مثلثيصورت  به دو  را مي توانماتريس هاي مثلثي
  بصورت زير مي باشد، و پايين مثلثيكلي يك ماتريس بالا مثلثي

                                                 
١ Upper Triangular 
٢ Lower Triangular 
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)1-65(      
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   مي باشد، برابر با حاصلضرب كليه عناصر قطر اصلي  دترمينان يك ماتريس مثلثي: 1نكته

nnaaaUL L2211==  
 . غيرمنفرد است، اگر هيچ يك از عناصر روي قطر اصلي آن صفر نباشندAمثلثيلذا ماتريس 

  
  47-1مثال

   مي باشد، و پايين مثلثيريس بالا مثلثي زير نمونه اي از مات هايماتريس
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261
052
001

B  

□  
  

  توجه نماييد، trilو  triuبه عملكرد توابع
  

0.6038   0.0099    0.8936    0.4057    

0.1987    0.8132    0.4103    0.1763    

0.2028    0.3529    0.9169    0.7382    

0.1389    0.0579    0.9355    0.9218    

= A

rand(4)=A

   

  
  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

200
350
341

A
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0.6038   0         0         0         

0.1987    0.8132    0         0         

0.2028    0.3529    0.9169    0         

0.1389    0.0579    0.9355    0.9218    

= ans

triu(A)

  

  

0         0         0         0         

0         0         0         0         

0.2028    0         0         0         

0.1389    0.0579    0         0         

= ans

triu(A,2)

0         0         0         0         

0.1987    0         0         0         

0.2028    0.3529    0         0         

0.1389    0.0579    0.9355    0         

= ans

triu(A,1)

  

0        0.0099    0.8936    0.4057    

0         0         0.4103    0.1763    

0         0         0         0.7382    

0         0         0         0         

= ans

tril(A,-1)

0.6038    0.0099    0.8936    0.4057    

0         0.8132    0.4103    0.1763    

0         0         0.9169    0.7382    

0         0         0         0.9218    

= ans

tril(A)
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 1 متعامد ماتريس-1-2-20
   گفته مي شود، اگر حقيقي بوده و رابطه زير را برآورده سازد،متعامد Aبه ماتريس 

)1-67(         IAAAA TT ==  
  . ستون هاي ماتريس متعامد بردارهاي يكامتعامد هستند: 1نكته
  .منفرد استغير  A باشد و لذا ماتريسA=±1در يك ماتريس متعامد، بديهي است كه بايد: 2نكته
TAA .در يك ماتريس متعامد معكوس ماتريس برابر با ترانهاده آن ماتريس است: 3نكته =−1  
 نيز ماتريس هاي AB وA ،TA−1 ماتريس هاي مربعي متعامد باشند، آنگاه B وAاگر: 4نكته

  .متعامد هستند

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

===
===

====

==

====

→
==
==

−−−−

−−−−−−

IAAAABBABAB
IBBABABABAB

AAAAIAAAA
AAAA

AAIAAAAAA

IBBBB
IAAAA

TTTT

TTTT

TTTTTTTT

TT

TTTT

TT

TT

)(
)(

.3

)()(.2
)()(

)()()()(.1
1111

111111

  

  
IAAAAاز آنجائيكه ماتريس هاي متعامد تساوي: 5نكته ==  را برآورده مي سازند، از اين رو ∗∗

  .يكين هستند
   روابط زير برقرار هستند،Aبراي يك ماتريس متعامد :6نكته

22 )()(

,

xxxxxxxx

xxx

====

ℜ∈=
TTTT

n

AAAAA

A
  

  

yxyxyxyxyx

yxyxyx

,)()(,

,,,,

====

ℜ∈=
TTTT

n

AAAAAA

AA
  

  
  48-1مثال 

   نمونه هايي از ماتريس هاي متعامد عبارتند از،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

3/13/23/2
3/23/13/2

3/23/23/1
,

cossin
sincos

BA
θθ
θθ  

  
                                                 
١ Orthogonal Matrix 
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0.3333    0.6667    0.6667    

0.6667-   0.3333-   0.6667    

0.6667    0.6667-   0.3333    

= B

1/3] 2/3 2/3;2/3- 1/3- 2/3;2/3 2/3- [1/3=B

  

  

1     

= ans

det(B)

  

0     

= ans

:,3)B(:,2)'*B(

0     

= ans

:,3)B(:,1)'*B(

0     

= ans

:,2)B(:,1)'*B(

0.3333    0.6667-   0.6667    

0.6667    0.3333-   0.6667-   

0.6667    0.6667    0.3333    

= ans

inv(B)

  

□  
  
 تعيين علامت ماتريس ها  -1-2-21

nnAماتريس متقارن حقيقي    گويند، اگر شرط زير برقرار باشد،1مثبت معين را ×
  

)1-68(        
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

≠>

0xxx
0xxx

,0
,0

A
A

T

T

  

  
                                                 
١ Positive Definite 
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   گويند، اگر شرط زير برقرار باشد،1مثبت نيمه معين

)1-69(        
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

≠≥

0xxx
0xxx

,0
,0

A
A

T

T

  

   گويند، اگر شرط زير برقرار باشد،2في معينمن

)1-70(        
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

≠<

0xxx
0xxx

,0
,0

A
A

T

T

  

  
   گويند، اگر شرط زير برقرار باشد،3منفي نيمه معين

)1-71(        
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

≠≤

0xxx
0xxx

,0
,0

A
A

T

T

  

xxاگر ATگويند4معيننا علامتهاي مثبت، منفي و صفر را داشته باشد آن را   بتواند  .  
  

xxچند جمله اي هاي به فرم :1نكته AT مي نامند5صورت هاي درجه دوم را .  

jiij

n

i

n

j
jiij

T aa,xxaAA === ∑∑
= =1 1

xx,xx  

nnA ماتريس هرميتيبرايبالا تمامي تعاريف  :2نكته xx  مختلطبا صورت درجه دوم × A∗ نيز صادق 
  . است

  
  49-1مثال

  ه دوم زير را در نظر بگيريد،صورت درج
2
3

2
23121

2
1 842 xxxxxxx +++−  

  
xxمي توان آن را بصورت AT،نمايش داد   

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

3

2

1

321

802
011
211

x
x
x

xxxAT xx  

□  
                                                 
١ Positive Semi Definite 
٢ Negative Definite 
٣ Negative Semi Definite 
٤ Indefinite 
٥ Quadratic Form 
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  . يك صورت درجه دوم براي يك ماتريس شبه متقارن حقيقي برابر صفر است: 1نكته
nnAبراي ماتريس حقيقي    را بصورت زير مي توان تعريف كرد،C وB ماتريس هاي×

)(
2
1,)(

2
1 TT AACAAB −=+=  

  در اينصورت مي توان نوشت،
CCBBCBA TT −==+= ,,  

nnAلذا با اين كار ماتريس  و يك ماتريس شبه B را بصورت مجموع يك ماتريس متقارن حقيقي×
xxبا توجه به اينكه.   بيان كرده ايمCمتقارن حقيقي CT،يك كميت اسكالر حقيقي است، داريم   

xxxxxxxx CCCC TTTTTT −=== )(  
xx=0از اين رو نتيجه مي گيريم كه CTت درجه دوم اين بدان معني است كه يك صور.  مي باشد

  لذا مي توان نوشت،. براي يك ماتريس شبه متقارن حقيقي برابر صفر است
xxxxxx BCBA TTT =+= )(  
xxبنابراين صورت درجه دوم حقيقي ATقارنت فقط براي بخش مxx BTتعريف مي شود .  

  
 در ادامه . مي باشدمعيار سيلوسترز يكي از روش هاي تعيين علامت ماتريس ها استفاده ا

  .نحوه استفاده از اين معيار بيان شده است
يك شرط لازم و كافي براي مثبت معين بودن يك صورت درجه : شرط مثبت معين

xxدوم AT)  يا صورت هرميتيxx A∗ (كه در آن ماتريسnnA يا (س متقارن حقيقي يك ماتري×
 مثبت A متوالي1 مقدم بوده و كهادهاي اصليA<0مي باشد، آن است كه ) ماتريس هرميتي

kk، دترمينان هاي ماتريس هاي مقدممنظور از كهادهاي اصلي. باشند ×) 1,,2,1 −= nk K ( در
nnA چپ بالاي ماتريسگوشه سمت   به عبارتي بايد داشته باشيم،.  مي باشد×

)1-72(        0,,0,0,0

333231

232221

131211

2221

1211
11 >>>> A

aaa
aaa
aaa

aa
aa

a L  

  
يك شرط لازم و كافي براي منفي معين بودن يك صورت درجه : شرط منفي معين

xxدوم AT) يا صورت هرميتيxx A∗ ( آن ماتريسكه درnnA يا ( يك ماتريس متقارن حقيقي×
 منفي n مثبت و براي مقادير فردn براي مقادير زوجAمي باشد، آن است كه ) ماتريس هرميتي

به . اي اصلي متوالي مرتبه فرد منفي باشندباشد و كهادهاي اصلي متوالي مرتبه زوج مثبت و كهاده
  عبارتي بايد داشته باشيم،

                                                 
١ Principal Minors 
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)1-73(            L,0,0,0

333231

232221

131211

2221

1211
11 <><

aaa
aaa
aaa

aa
aa

a  

اين شرط را مي همچنين .  باشدA>0 بايدn و براي مقادير فردA<0 بايدnبراي مقادير زوج
xxتوان با لازم داشتن اينكه  )( AT   .  مثبت معين باشد بدست آورد−

  
يك شرط لازم و كافي براي مثبت نيمه معين بودن يك صورت : شرط مثبت نيمه معين

xxدرجه دوم AT) يا صورت هرميتيxx A∗ (كه در آن ماتريسnnA يا ( يك ماتريس متقارن حقيقي×
و تمامي كهادهاي اصلي ) A=0( منفرد باشد، Aمي باشد، آن است كه ماتريس) ماتريس هرميتي

  .آن غير منفي باشند

)1-74(          0,,0,0,0 =≥≥≥ A
aaa
aaa
aaa

aa
aa

a

kkkjki

jkjjji

ikijii

jjji

ijii
ii L  

kjiكه در آن    .  مي باشد>>
  

يك شرط لازم و كافي براي مثبت نيمه معين بودن يك صورت : شرط منفي نيمه معين
xxدرجه دوم AT) يا صورت هرميتيxx A∗ (كه در آن ماتريسnnA يا ( يك ماتريس متقارن حقيقي×

و تمامي كهادهاي اصلي ) A=0( منفرد باشد، A ماتريسمي باشد، آن است كه) ماتريس هرميتي
  .مرتبه زوج آن غير منفي و مرتبه فرد آن غير مثبت باشند

)1-75(           0,,0,0,0 =≤≥≤ A
aaa
aaa
aaa

aa
aa

a

kkkjki

jkjjji

ikijii

jjji

ijii
ii L  

kjiكه در آن    . مي باشد>>
 يا منفي نيمه معين بودن علامت تمامي كهادهاي اصلي بايد در بررسي مثبت نيمه معين: 3نكته

  . متوالي مقدمبررسي شوند نه فقط كهادهاي اصلي
  

  50-1مثال
  . را بررسي نماييدAمثبت معين بودن ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=
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062
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  با استفاده از معيار سيلوستر داريم،

02
101
062
122

,08
62
22

,02 >=
−

−
>=>  

   . مثبت معين استAآنجائيكه تمامي كهادهاي اصلي متوالي مثبت هستند، لذا ماتريساز 
□  
  

  51-1مثال
  . را بررسي نماييدAمثبت نيمه معين بودن ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

021
242
121

A  

بررسي نماييم و دترمينان ماتريس نيز بايد علامت تمامي كهادهاي اصلي با توجه به معيار سيلوستر، 
  .صفر باشد

0
021
242
121
==A  

براي يك .  است، حال علامت كهادهاي اصلي را بررسي مي نماييمA=0همانطور كه پيداست
   شش كهاد اصلي بصورت زير وجود دارد،A×33ماتريس

3331

1311

3332

2322

2221

1211
332211 ,,,,,

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aaa  

  اي ماتريس داده شده داريم،بر

01
01
11

04
02
24

,0
42
21

0,04,01

3331

1311

3332

2322

2221

1211

332211

<−==

<−====

=>=>=

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aaa

  

  . مثبت نيمه معين نمي باشدAمشخص است كه دو  تا  از كهادهاي اصلي منفي  هستند، لذا ماتريس
□  
  

  52-1مثال
xxxبراي هر يك از ماتريس هاي متقارن زير يك صورت درجه دوم به فرم AV T=)(ت آوريد بدس.  co
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   . و آنها را با معيار سيلوستر تعيين علامت كنيد

 )الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

211
121
112

A    

  صورت درجه دوم به شكل زير است

[ ]

313221
2
3

2
2

2
1

3

2

1

321

222222

211
121
112

)(

xxxxxxxxx

x
x
x

xxxAV T

+++++=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
== xxx

  

  
  براي تعيين علامت ابتدا علامت كهادهاي اصلي مقدم را بررسي نماييم،

04
211
121
112

,03
21
12

,02 >=>=>  

   . مثبت معين مي باشدAريسبا توجه به معيار سيلوستر مات

 )ب
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

2696
9102
624

A    

  صورت درجه دوم به شكل زير است

[ ]

313221
2
3

2
2

2
1

3

2

1

321

1218426104

2696
9102
624

)(

xxxxxxxxx

x
x
x

xxxAV T

−++++=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
== xxx

  

  براي تعيين علامت ابتدا علامت كهادهاي اصلي مقدم را بررسي نماييم،

036
2696
9102
624

,036
102
24

,04 >=
−

−
>=>  

  .  مثبت معين مي باشدAبا توجه به معيار سيلوستر ماتريس

 )ج
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

650
542
021

A    co
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  صورت درجه دوم به شكل زير است

[ ]

3221
2
3

2
2

2
1

3

2

1

321

10464

650
542
021

)(

xxxxxxx

x
x
x

xxxAV T

++++=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
== xxx

  

  حال علامت كهادهاي اصلي مقدم را بررسي نماييم،

025
650
542
021

,0
42
21

,01 <−==>  

  .شد مثبت معين نمي باAبا توجه به معيار سيلوستر ماتريس
□  
  

  53-1مثال
   ماتريس هاي زير مثبت معين خواهند بود؟kبراي چه مقاديري از

 )الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

=
k

k
k

A
44

44
44

    

ابتدا علامت كهادهاي اصلي مقدم را براي مثبت  از معيار سيلوستر براي جواب استفاده مي كنيم و
  معين بودن ماتريس بررسي نماييم،

)3(80)4)(8(12848
44

44
44

)2(4,4016
4

4
)1(0

23

2

>→>+−=−−=
−−

−−
−−

>−<→>−=
−

−

>

kkkkk
k

k
k

kkk
k

k
k

  

  بايدA نتيجه مي شود كه برا ي مثبت معين بودن ماتريس)3( و)2(،)1(از مقايسه محدوده هاي
8>kباشد .  
  

 )ب
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⎥
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ابتدا علامت كهادهاي اصلي مقدم را براي مثبت   جواب استفاده مي كنيم واز معيار سيلوستر براي
  معين بودن ماتريس بررسي نماييم،

210)1)(2(2422
21
121

12

03
21
12

02

2 <<−→>+−−=++−=
−

−−
−

>=
−

−

>

kkkkk
k

k

  

21 بايدAلذا نتيجه مي شود كه برا ي مثبت معين بودن ماتريس <<− kباشد .  
□  
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  مسائل
vu براي هر يك از دسته بردارهاي زير حاصل-1-1 52 − ،vu, ،vu  u و زاويه بين بردار−2
  . را بيابيدvو

[1,1]]0,5[) الف −== v,u      
[1,2]]1,2[) ب == v,u  
[1,1,1]]5,0,5[) ج −== v,u    
[1,2,3]]1,2,3[) د == v,u  
  
 براي بردارهاي زير-1-2

1
u ،

2
uو 

∞
uرا محاسبه نماييد .  

          u=2-,4-,2,1][ )الف
  i,1,4i]-i,1[1+=u) ب
          u=1-,2,3,1-][) ج
]i,0,2i]i,1) د +−=u  
  
  . براي هر يك از دسته بردارهاي زير متعامد و يكامتعامد بودن بردارها را بررسي كنيد-1-3

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −=−=−= ]1,7,3[],1,0,1[],0,1,2[: 32 vvv1S  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ==== ]0,0,0,1[],0,0,1,1[],0,1,1,1[],1,1,1,1[: 432 vvvv1K  

  
cba مقادير -1-4   . را چنان بيابيد كه ماتريس زير يك ماتريس متعامد گردد,,

)الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

c
a

b
A

11
12
10

⎥)ب      
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−
−+

=
abba
abba

A  

  
   ثابت كنيد،B وA براي ماتريس هاي متعامد-1-5

        . متعامد استA−1) الف
  . استA=±1) ب
  . متعامد استAB) ج
  
co   يك ماتريس متعامد است،A ماتريسa نشان دهيد براي هر مقداري از-1-6
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

+
=

122
2212

221

21
1

2

2

2

2

aa
aaa

aa

a
A  

  

⎥ نشان دهيد براي اينكه ماتريس-1-7
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

dc
ba

A،متعامد باشد، بايد شرايط زير بر قرار باشند   

12222)الف =+=+ dcba   
+=0) ب bdac  
  
⎥ اگر-1-8

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

13
52

Aباشد، ضرايب غير صفر α ،βو γ را چنان بيابيد كه رابطه زير برقرار 

  گردد،
0=++ 2

2 AAI γβα  
  

⎥ اگر-1-9
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
69
46

Aباشد  ،  

  . ماتريس صفر است2Aنشان دهيد كه) الف
⎥ بصورت×22كليه ماتريس هاي) ب

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

δγ
βα

B2 را بيابيد كه در آنBماتريس صفر باشد  .  

  
  ي رابطه زير برقرار است، بالا مثلث×33 نشان دهيد براي يك ماتريس -1-10

aei
i
fe
cba
=

00
0  

  
   ماتريس هاي زير منفرد خواهند بود،β به ازاي چه مقداري از-1-11

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

β
β

88
412

B      
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎣

⎡

−
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−
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021
ββA  

  
co   غيرمنفرد است،A نشان دهيد ماتريس -1-12
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

ihg
fed
cba

A  

   اگر رابطه زير بر قرار باشد،
0≠−−−++ gecidbhfacdhbfgaei  

  
nnA ثابت كنيد كه براي ماتريس هاي-1-13 ×،mnB ×،nmC mmD و×    روابط زير برقرار هستند،×

01 و A≠0اگر ) الف ≠− − BCAD،باشند، آنگاه   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−−
−−−+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−−−

−−−−−−−−−

11111

111111111

)()(
)()(

BCADCABCAD
BCADBACABCADBAA

DC
BA  

  
01 و D≠0اگر ) ب ≠− − CBDA،باشند، آنگاه   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+−−−
−−−
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⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−−−−−−
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11111111

111111

)()(
)()(

DBDCBDACDCBDACD
BDCBDACBDA

DC
BA  

  
اين . بدست آوريد) الف(را با توجه به رابطه ) ب(رابطه عكوس سازي ماتريس  با استفاده از لم م-1-14

لات صورتهاي مختلف بيان فيلتر كالمن براي فرآيندهاي اتفاقي مي باشند، كه رابطه دوم كاربرد معاد
  .بيشتري دارد

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

Ψ=Σ
+Σ=+Σ

Σ+=Π

+Σ++Π=+
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)]()1()1()[()1(ˆ
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nFXnnzRHnnX
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T

  الف(
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⎪
⎪
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⎧
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Ψ=Σ
+Σ=+Σ

+Σ++Σ=+
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0)0|0(ˆ
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])1([)1()1(

)](ˆ)1()[1()(ˆ)1(ˆ
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X

GQGFnFn
HnHRHnnK

nXHFnznKnXFnX

TT

TT

  ب(

  .شد نيز خروجي سيستم اتفاقي مي باZ يك متغير تصادفي وXدر اينجا
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  . را بيابيد300A مقدارA براي ماتريس -1-15

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

000
000
000
100
010
001

A  

AA يك ماتريس خودتوان است، يعنيAبررسي كنيد كه ماتريس: راهنمايي   . مي باشد2=
  
AI اگرA براي ماتريس مربعي-1-16    غير منفرد باشد، نشان دهيد كه رابطه زير بر قرار است،−

AAIAIA 11 )()( −− −=−  
  
BA وA،B اگر ماتريس هاي-1-17    غير منفرد باشند نشان دهيد،+

11111 )()()( −−−−− +=+=+ BAABABBBAA  
  

  نشان دهيد،.  يك ماتريس شبه متقارن با عناصر حقيقي باشدK اگر-1-18
KIماتريس) الف   . غيرمنفرد است−
))((1اگر ) ب −−+= KIKIA باشد، آنگاه TAA   . است1−=
  
nmA براي ماتريس-1-19   . هرميتي هستندAA∗ و∗AA نشان دهيد كه ماتريس هاي×
  
  . يك ماتريس يكين مي باشدA ماتريسβ وα به ازاي چه مقاديري از-1-20

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00i
0i0

0i0
i00

αβ
αβ

βα
βα

A  

  
nnBراي ماتريس اگر ب-1-21 BIA و اگر3B=0 داشته باشيم× n    باشد، نشان دهيد،=−

21 غيرمنفرد است و رابطهAماتريس)  الف BBIA n   . برقرار است−=++
bxپاسخ سيستم) ب =Aباشد، بصورت زير مي   

bbbx 2BB ++=  
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BAPP نشان دهيد اگر-1-22 nn باشد، آنگاه1−= BPAP   ).n≤1( است 1−=
  
   با توجه به لم معكوس سازي ماتريس ها صحت روابط زير را بررسي كنيد،-1-23

 )الف
)(

)( 11

11
11

BCAD
BCAAABCA −−

−−
−−

+
−=+  

HPQHPHPHPQHHP )ب TTT 1111 )()( −−−− ، اين رابطه مربوط به الگوريتم +=−+
  .حداقل مربعات بازگشتي مي باشد

  
   نشان دهيد،-1-24

nnAبراي يك ماتريس مختلط) الف    داريم،nv×1 وnu×1 و بردارهاي مختلط×
vuvuvuvu A,AAA ∗∗∗ == ,,  

  . تحقيق كنيدA×33 و ماتريسv×13 وu×13صحت روابط فوق را براي بردارهاي
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31

221
,

32
0

3
1

2

j
jjj

j
A

j

j

j

j
v,u  

  
nnAبراي يك ماتريس حقيقي) ب    داريم، nv×1 وnu×1حقيقي  و بردارهاي×

vuvuvuvu A,AAA TTT == ,,  
  
1-25- ندرموند ماتريس زير را ماتريس و(Vandermonde)،گويند   

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−−−− 11
3

1
2

1
1

22
3

2
2

2
1

321

1111

n
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nnn
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MLMMM
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∏نشان دهيد، 
≤≤≤

−=
nij

ji aaA
1

  . است)(

  
   تعيين نماييد كداميك از ماتريس هاي زير مثبت معين هستند،-1-26
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TIA)ب uu−=كه در آن ،uبردار n1تايي با نُرم<uمي باشد .  
  

⎥) ج
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=
BBIB

BI
A TTكه ،nmB   . است×

  
   صورت هاي درجه دوم زير را تعيين علامت نماييد،-1-27

313221)الف
2
3

2
2

2
1 242113 xxxxxxxxxQ −−+−−−=  

313221) ب
2
3

2
2

2
1 2624 xxxxxxxxxQ −−+++=  

313221) ج
2
3

2
2

2
1 24211410 xxxxxxxxxQ −−+−+=  

3221) د
2
3

2
2

2
1 122416 xxxxxxxQ ++++=  

  
  . نشان دهيد معكوس يك ماتريس مثبت معين، خود يك ماتريس مثبت معين است-1-28
  
nmA اگر براي ماتريس-1-29   ، نشان دهيد،A>1 داشته باشيم، ×

AAIماتريس) الف T−مثبت معين است .  

⎥ماتريس) ب
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
IA
AI

Tمثبت معين است .  

  
   ماتريس مثبت نيمه معين زير را در نظر بگيريد، -1-30

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
BA
A

T

0  

  . ماتريس مثبت نيمه معين استB وA=0نشان دهيد
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  فصل دوم
  
  

   
  دستگاه معادلات جبري خطي

  
  
  
 
  
  
 
  
 

  مقدمه 1- 2
پرداخته شده  روش هاي حل آنها معرفي دستگاه معادلات جبري خطي ودر اين فصل به   

 و از روش  جردن-ي گوسي و روش گوسروش هاي مبتني بر الگوريتم ها روش حذفجمله از . است
در بيان هر  .و تجزيه چالسكي بررسي شده است LUهاي مبتني بر تجزيه ماتريس ها دو روش تجزيه 

الگوريتم هاي نام برده .  آورده شده استMATLABيك مثال هاي كاربرد همراه با كدنويسي هاي 
  .به لحاظ حجم محاسبات با يكديگر مقايسه و مزاياي هر يك مطرح گرديده است
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   معرفي دستگاه معادلات جبري خطي2- 2
 زير در نظر مجهول به شكل nمعادله و m جبري خطي باصورت كلي يك دستگاه معادلات  

  گرفته مي شود،

)2-1(     

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

=+++

=+++
=+++

L

M

L

L

2211

22222121

11212111

  

  

 مقادير ثابت معين وها ibها وijaكه در آن است، ×nmاين دستگاه معادلات معرف يك سيستم
jxبا صرفنظر كردن  مي تواناين دستگاه معادلات را. ها مجهولاتي هستند كه بايد تعيين گردند 

   بصورت زير نمايش داد، و فقط با در نظر گرفتن ضرايبمجهولات

)2-2(      [ ]
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A
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22221

11211

| b  

  

دلات خطي  سيستم مي نامند، كه هر سطر آن بيان كننده يكي از معا1ماتريس افزودهاين ماتريس را 
bxهمچنين مي توان معادلات را بشكل. مي باشد =Aكه در آن، نمايش داد Aيك ماتريس  

nm×،b 1يك بردار×mو x1 يك بردار×n،بصورت زير است   
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x,b,  

ن است كه آيا جوابي براي اين آدر رابطه با دستگاه معادلات خطي بالا پرسشي كه مطرح مي گردد 
در فرآيند حل اين  . جواب منحصربفرد است يا خيرمجموعه معادلات وجود دارد يا نه و در صورت وجود

  زير وجود دارد، هايحالتد دستگاه معادلات امكان رخ دا
   .است 2ناسازگاريا  بدون جوابالتي كه دستگاه  ح-1
 فقط يك جواباست و جواب دارد كه در اينصورت امكان دارد  3سازگار  حالتي كه دستگاه-2

  . داشته باشدبيشمار جوابداشته باشد يا اينكه منحصربفرد 

                                                 
١ Augmented Matrix 
٢ Inconsistent 
٣ Consistent 
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 تعداد مجهولات n تعداد معادلات وm كه×nmدر يك دستگاه معادلات جبري خطي
  است، حالت هاي زير را مي توان در نظر گرفت،

nmحالت -1   گويند، 1معينهمواره دستگاه را در اين حالت  :=
  .  معادلات سازگار است و يك جواب منحصربفرد دارد باشد، دستگاهA≠0اگر

2
523

21

21

=+
=+

xx
xx

⎩
⎨
⎧  

براي بدست آوردن يك پاسخ معين از روش  بيشمار جواب دارد و  و دستگاه سازگار باشد،A=0اگر
  مي توان استفاده نمود،  2حداقل نُرم

1046
523

21

21

=+
=+

xx
xx

⎩
⎨
⎧  

 از روش يك پاسخ تقريبيبراي بدست آوردن باشد، اصلاٌ جواب ندارد و  و دستگاه ناسازگار A=0اگر
  . استفاده مي شود3حداقل مربعات 

546
523

21

21

=+
=+

xx
xx

⎩
⎨
⎧

  
  

nmحالت -2   گويند،  4فرومعيندستگاه را در اين حالت : >
 داراي بيشمار  كهفرومعين دستگاه هاي در. بيشمار جواب داشته باشدمي تواند اين گونه سيستم ها 

  ه كرد، استفاد مي توانين از روش حداقل نُرم براي بدست آوردن يك پاسخ معجواب هستند،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
−=+−−
=−−+

12
12

23

321

421

4321

xxx
xxx

xxxx
  

  
nm براي-3    مي نامند،5فرامعيندستگاه را  در اين صورت ، <

  . داشته باشدصربفرد منح مي تواند يك جواب در صورت سازگار بودنچنين دستگاهي

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
−=+−

=−

2
325

23

21

21

21

xx
xx

xx
  

                                                 
١ Everdetermined 
٢ Minimum Norm Solution 
٣ Least Square Solution 
٤ Underdetermined 
٥ Overdetermined 

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



                                                                                                                دستگاه معادلات جبري خطي :فصل دوم
                    

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

81 

 يك پاسخبراي بدست آوردن  ي، كه در چنين موارد اصلاً جوابي ندارنددر صورت ناسازگار بودن،
  .تفاده مي شودش حداقل مربعات  اس از روتقريبي

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=−

26
827

24

21

21

21

xx
xx

xx
  

  
بسيار دستگاه كم باشند لات زمانيكه تعداد معادلات و مجهوبررسي وجود و عدم وجود جواب 

. در عمل ممكن است با تعداد معادلات و مجهولات بيشتري سر و كار داشته باشيمليكن . ساده است
 روشهاي خاصي جهت بدست آوردن  بيشتر بايد از با تعداد معادلات و مجهولاتبراي دستگاه هايي 

يك . يادي براي حل دستگاه معادلات خطي دارد ابزارهاي زMATLABنرم افزار . استفاده كردپاسخ
bxروش براي حل دستگاه معادلات =Aكه در آن nmA  مي باشد، استفاده از عملگر تقسيم mb×1 و×

  .  است( \ )چپ 
nmدر حالت  جواب دقيق دستگاه معادلات را پس از گرد كردن MATLAB نرم افزار=

  . اعداد محاسبه مي كند

0.0000     

1.0000     

1.0000-    

 x

b\A  x

ones(3,1);  b

10   8   7     

6   5   4     

3   2   1     

 A

10]  8  6;7  5  3;4  2  [1  A

=

=

=

=

=

 

  ي كرد،بررسبصورت زير  rمانده صحت پاسخ را مي توان با محاسبه بردار باقي

0.2220              

0.6661              

0.1110              

* 015-1.0e    

 r

x*A - b  r

=

=

 

co  .داد مي باشد برابر صفر است و نتيجه حاصل تأثير گرد كردن اعrبه لحاظ تئوري، باقيمانده 
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nmهمچنين در حالت    براي حل دستگاه معادلات inv(A) مي توان از ماتريس معكوس =
استفاده نمود، ليكن به دليل حجم بالاي محاسبات و حساسيت برخي از سيستم ها نسبت كه خطاهاي 

  و گرد كردن اعداد اين روش توصيه نمي شود،كوچك محاسباتي 

0.0000    

1.0000    

1.0000-   

= x

b*inv(A)=x

ones(3,1);=b

10]; 8 6;7 5 3;4 2 [1=A

  

  
براي مشاهده تفاوت اين دو روش از نظر حجم محاسباتي به ويژه در دستگاه معادلات با ابعاد بالا 

  دستوري بصورت زير در نظر مي گيريم،

18.2180   

= meelapsed_ti

toc

b;*inv(A)=x

tic;

9.8900    

= meelapsed_ti

toc

b;\A=x

tic;

1);rand(1000,=b

1000);rand(1000,=A

  

  باعث مي شوند كه زمان لازم براي محاسبه عبارت بين آن دو دستور برحسب toc و ticدستورهاي 
مشخص است كه با افزايش ابعاد دستگاه معادلات حجم . ت و در خروجي نشان داده شودثانيه ثب

  .بسيار افزايش خواهد داشتinv(A) محاسبات در استفاده از دستور
  
   محاسبه عدد حالت ماتريس ها-2-2-1

ايراد ديگري كه در استفاده از ماتريس معكوس وجود دارد، حساسيت برخي از دستگاه هاي   
براي بررسي اين موضوع به . نسبت به خطاهاي كوچك محاسباتي و گرد كردن اعداد مي باشدمعادلات 

co  مثال بعدي توجه نماييد،
nt
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  1-2مثال
  ستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،د

⎩
⎨
⎧

=+
=+

616.30752.74684.52
520.13074.33297.23

21

21

xx
xx

→= bxA  

  پاسخ سيستم را مي توان بصورت زير بدست آورد،

1.0000-   

2.0000    

= x

b*inv(A)=x

0.9733-   

= ans

det(A)

.616];[13.520;30=b

74.752]; 68433.074;52. [23.297=A

  

  
 اگر اين دستگاه معادلات مربوط به انجام يك سري آزمايشات مختلف بوده و در اندازه گيري هاي حال
  بررسي كنيد در هر حالت حل دقيق سيستم چه خواهد شد؟. ف جواب هاي زير بدست آمده باشدلمخت

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
75.30
5.13

,
5.30
4.13

,
5.30

65.13

2

1

2

1

2

1

b
b

b
b

b
b  

  

8.8137    

11.9266-  

= x

b*inv(A)=x

5];[13.65;30.=b

74.752]; 68433.074;52. [23.297=A

  

  

4.7190-   

7.2746    

= x

b*inv(A)=x

];[13.4;30.5=b
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5.2901-   

8.0897    

= x

b*inv(A)=x

5];[13.5;30.7=b

  

□  
  

به .  است به شدت در نتيجه حاصل تأثير گذارbمشخص است كه تغييرات بسيار كوچك در بردار
مي توان بصورت زير بيان علت اين موضوع را .  گفته مي شود1د حالتب چنين دستگاههاي معادلات

   .كرد
  يد،دستگاه معادلات خطي زير را در نظر بگير

11 ××× = nnnnA bx  
   غير منفرد باشد مي توان نوشت،Aبا فرض اينكه ماتريس

bx 1−= A  
 باشد، در اينصورت اين خطا ∆b شامل نويز يا خطاهاي محاسباتي ناشي از گرد كردن مانندbحال اگر

  صورت زير در پاسخ  ظاهر خواهد شد،ب
b)(bxx ∆+=∆+ −1A  

  لذا مي توان نوشت،
bx ∆=∆ −1A  

  از اين رابطه مي توان نتيجه گرفت،ه به خواص نُرم ماتريس ها با توج
bx ∆≤∆ −1A  

  .نُرم مورد نظر نُرم دو است
  

براي تغييرات ، ي داشته باشد كوچكمقدارA−1اگراز عبارت اخير مي توان تعبير كرد كه،  
 ∆x هاي بزرگ، مقدارA−1 برايلي و. كم خواهد بود∆xمقدار ، كوچك∆b يعنيbكم در

  .قدار كوچكي باشد م∆b حتي اگر ،بزرگ است
  

تعريف  2عدد حالتلذا براي تشخيص بد حالت بودن يك دستگاه معادلات پارامتري به نام  
  مي گردد،

)2-3(          1,1 ≥= − κκ AA  

                                                 
١ Ill condition 
٢ Condition Number 
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خوش  حاصل و دستگاه معادلات Aماتريس بيان كننده آن است كه ،اگر عدد حالت كوچك باشد
 منفرد  ماتريس نزديك به بيانگر آن است كه، بزرگي باشد خيليمقدار است و اگر عدد حالت 1حالت

 زياد Aخطاي محاسباتي در معكوس كردن ماتريس   و مي نامند حالت بدشدن است، لذا آن ماتريس را
  .است

  
  2-2مثال

   را در نظر بگيريد،دستگاه معادلات زير

⎩
⎨
⎧

=+
=+

616.30752.74684.52
520.13074.33297.23

21

21

xx
xx

→= bxA  

  .لت را براي اين سيستم بدست آوريد و بد حالت يا خوش حالت بودن سيستم را بررسي نماييدعدد حا
  

 براي cond(A) به نام يبراي بدست آوردن عدد حالت از تعريف آن استفاده مي نماييم، البته دستور
  محاسبه عدد حالت ماتريس ها وجود دارد،

  

004+1.0275e  

= ans

cond(A)

004+1.0275e  

= ans

))norm(inv(A*norm(A)

74.752]; 68433.074;52. [23.297=A

  

  
1100275.1نتيجه نشان مي دهد كه 4 >>×=κلذا اين سيستم بد حالت مي باشد و به  است ،

 سبب بروز خطاي محاسباتي بالايي در حل دستگاه bهمين دليل تغييرات بسيار كوچك در بردار
bxمعادلات =Aمي گردد .   

  
رم دو ماتريس محاسبه مي نمايد و براي محاسبه  بر اساس نُ حالت راعددcond(A) دستور

 ,fro''cond(A( و,A)cond(A,1)،inf)condن بر حسب ديگر نُرم ها مي توان از دستورهايآ
  .استفاده كرد

□  
  
  

                                                 
١ Well Conditioned 
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    بر پايه الگوريتم هاحل دستگاه معادلات جبري خطي 3- 2
ضوعات مهمي كه در حل دستگاه معادلات خطي مورد نظر است، تشخيص سازگار يكي از مو  

. يا ناسازگار بودن سيستم و در صورت سازگار بودن يافتن جواب و يا مجموعه جوابهاي ممكن مي باشد
 2 جردن–گوس و روش  1خذفي گوسيعمده كه بكار گرفته مي شوند روش در اين راستا دو روش 
  . مي پردازيم روش به شرح اين دوهمي باشند، كه در ادام

  
   روش خذفي گوسي-2-3-1

 جابجايي  عمليات ساده نظيردر روش حذفي گوسي سعي مي شود تا با انجام يك سري  
تم موجود را به يك سيس با يكديگر،  جمع سطرها در يك عدد غير صفر ياسطرها، ضرب سطرها

 پذير ه دستيابي به جواب به راحتي امكانولي معادل با قبلي تبديل كرد، به نحوي كسيستم ساده 
nm بايد دو حالت را در نظر گرفت، اول هنگاميكهبراي اين منظور. باشد  باشد و دوم در =

nmصورتيكه   . باشد ≠
)(در حالت nm   ،ي زير در آيدثبه شكل بالا مثلسعي مي شود تا ماتريس افزوده سيستم  =

)2-4(             
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′

′
′

′

′′
′′′

nnn

n

n

b

b
b

a

aa
aaa

M

K

MOMM

K

K

2

1

222

11211

00

0  

  
گوريتم جايگزيني الدر اينصورت دستگاه معادلات حاصل بشكل زير خواهد بود، كه با استفاده از يك 

  مي توان آن را حل كرد،  3پسرو

nnnn

nnnnnnn

nn

nn

nn

bxa

bxaxa

bxaxa

bxaxaxa
bxaxaxaxa

′=′

′=′+′

′=′++′

′=′++′+′
′=′++′+′+′

−−−−− 1,111,1

33333

22323222

11313212111

M

L

L

L

  

  
  بصورت زير مي باشد، جايگزيني پسرو الگوريتم

                                                 
١ Gaussian Elimination 
٢ Gauss - Jordan 
٣ Backward Substitution Algorithm 
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)  گام اول
nn

n
n a

bx
′
′

=  

1,1,,1,2) گام دوم
1

K−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′−′

′
= ∑

+=

nixab
a

x
n

ij
jiji

ii
i  

T)  گام سوم
nxxx ],,,[ 21 K=x  

  
   زير خلاصه كرد،ديل ماتريس ضرايب به فرم بالا مثلثي را مي توان بصورتفرايند تب

  
   ،امn از معادلات دوم تا1x حذف مجهول-گام اول

nirrr
a
a

ii
i ,,2,1

11

1 K=→+
−  

  ام،n از معادلات سوم تا2x حذف مجهول-گام دوم

nirrr
a
a

ii
i ,,3,2

22

2 K=→+
−  

  . ادامه مي دهيمn−1 تا گام ترتيب به همين-گام سوم
  
  

  3-2مثال
  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

3
8434
7439

321

321

321

xxx
xxx
xxx

  

  ،ده اين معادلات بصورت زير استفرم ماتريس افزو

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3

2

1

3
8
7

111
434
439

x
x
x

  
   ،از معادلات دوم و سوم حذف نماييم را 1xمجهولابتدا بايد ) 1(

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

→+
−

→+
−

3

2

1

9
20
9
44

9
5

9
6

9
20

9
15

331

221
7

0
0

439

9
1

9
4

x
x
x

rrr

rrr
  

co   را از معادله سوم حذف نماييم،2xبايد مجهولحال ) 2(
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⇒→+
−

−
3

2

1

15
4
9
44

9
3

9
20

9
15

332

7

00
0

439

15
6

x
x
x

rrr  

 بنابراين ماتريس ضرايب به فرم بالامثلثي تبديل مي شود و دستگاه معادلات حاصل بصورت زير )3(
  خواهد بود،

15
4

9
3

9
44

9
20

9
15

7439

3

32

321

=
−

=+

=++

x

xx

xxx

  

   قابل محاسبه هستند، با استفاده از الگوريتم جايگزيني پسروكه جواب ها به راحتي

5
4,4,

5
1

321
−

==
−

= xxx  
□  
  

 را مي توان در قالب ضرب يك ك از مراحل گفته شدههر يش حذفي گوسي، در انجام رو
انجام يك عمل مقدماتي روي ماتريس هاي مقدماتي مربعي بوده و با . بيان كرد 1ماتريس مقدماتي

، در مجموع سه نوع ماتريس مقدماتي براي انجام عمليات سطري.  بدست مي آيندnIماتريس واحد
  .  ماتريس ها وجود داردتونيهمچنين براي عمليات س

  
ji ماتريس هاي مقدماتي كه عمل جابجايي سطر را انجام مي دهند، -1 rr به چنين ماتريس .  ↔

)det(1 در اين ماتريس ها . نيز گفته مي شود2ماتريس جايگشتهايي  −=E و EE   . است1−=
  

  4-2مثال 
  ه ماتريس هاي زير را در نظر بگيريد،براي نمون

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦
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⎥
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⎢
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

⎥
⎥
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221
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BErr
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□  
                                                 
١ Elementary Matrix 
٢ Permutation Matrix 
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ii ضرب مي نمايند، kماتريس هاي مقدماتي كه هر سطر از ماتريس را در عددي مثل -2 rkr →. 
kE، يك ماتريس قطريEدر اين ماتريس ها =)det( است و [ ] )/1()( 1 kEkE ii   . است−=

  
  5-2مثال 

  براي نمونه ماتريس هاي زير را در نظر بگيريد،

⎥
⎦

⎤
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⎡
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⎦
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BErr

AErr
  

□  
  
، ربي از ساير سطرها جمع مي نمايندبا مض ماتريس هاي مقدماتي كه هر سطر از ماتريس را -3
iij rrkr )det(1 در اين ماتريس ها .+→ =E است و [ ] )()( 1 kEkE ii   . است−=−
  

  6-2مثال 
  براي نمونه ماتريس هاي زير را در نظر بگيريد،

⎥
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⎡
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BErrr

AErrr
  

□  
  

  7-2مثال 
را مي  3E و1E،2E مقدماتيهايماتريس  هر يك از مراحل گفته شدهبراي انجام ) 3-2( در مثال

  بصورت زير بيان كرد، توان
2219) : 1(مرحله 

4 rrr →+
−  
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3319) : 2(مرحله 
1 rrr →+

−  
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33215) : 3(مرحله 
6 rrr →+

−  
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9
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0
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439
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bAEEE  

  بيان كرد،بنابراين كل اين تبديلات را مي توان بصورت زير 
[ ]bAEEE 123  

 از روش  مي توان برنامه اي براي محاسبه ماتريس هاي مقدماتيMATLABبا استفاده از نرم افزار 
   نوشت،ستگاه معادلات با استفاده از الگوريتم جايگزيني پسرو و حل دحذفي گوسي

end

end   

end      

)pivoting' needs algorithmerror('         

else      

NA);eye(NA,  E         

AB; * E  AB   

j);AB(j, / j)AB(i,-  j)E(i,      

0 ~ j)AB(j, if      

NA:1j  i for

1-NA:1  j for

NA);eye(NA,  E

B]; [A  AB

end

 );'dimensions compatible have must Band  Aerror('   

 NA, ~ NB1 if

size(B);  NB][NB1,

   size(A,2);  NA

B)gauss1(A,  AB][x, function

pivoting. without algorithm nEliminatio %Gaussian

=

=
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=

+=

=
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end

0;  sum   

AB(i,i); / sum) - 1)NA(AB(i,  x(1,i)   

end   

j);AB(i, * j)x(1,  sum  sum      

NA:1i  j for   

1:-1:NA  i for

0;  sum

NA);zeros(1,  x

equation matrix triangular-upper a for onsubstitutibackward  %

=

+=

+=

+=

=

=

=

  

) ;(در صورتيكه با حذف مثلثي مي باشد و پاسخ نهايي و ماتريس افزوده بالاصلي شامل خروجي برنامه ا
  ، بدهيد، اجراي برنامه بصورت زير خواهد بوديج را براي ماتريس هاي مقدماتياجازه نوشتن نتا

0.2667    0.3333-   0         0         

4.8889    2.2222    1.6667    0         

7.0000    4.0000    3.0000    9.0000    

= AB

0.8000-   4.0000    0.2000-   

= x

1.0000    0.4000-   0         

0         1.0000    0         

0         0         1.0000    

= E

1.0000    0         0.1111-   

0         1.0000    0         

0         0         1.0000    

= E

1.0000    0         0         

0         1.0000    0.4444-   

0         0         1.0000    

= E

b)gauss1(A,AB] [x

[7;8;3];=b

1]; 1 4;1 3 4;4 3 [9=A

=
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  8-2مثال 
  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+
=++
=−+−

13
1332
42

31

321

321

xx
xxx
xxx

  

  
  فرم ماتريس افزوده اين معادلات بصورت زير مي باشد،

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
→

1
13
4

103
321
112

bA

  
  

    از معادلات دوم و سوم،1x حذف مجهول-گام اول

11 2 2
5 5

22 2
3 1

1 3 3 32 2

1
1 22

3
2

1 2 1 1 4
2 0 15
3

0 5
2

1 0 0 1 0 0
1 0 , 0 1 0

0 0 1 0 1

xr r r
x

r r r x

E E

−

⎫ ⎡− − ⎤ ⎡ ⎤+ → ⎪⎪ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⇒⎬ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪ ⎢ ⎥+ → ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦⎪⎭

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

  
   از معادلات سوم،2x حذف مجهول-گام دوم
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   اجراي الگوريتم جايگزيني پسرو براي حل معادلات،-  سوم گام
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0V1 =

0V2 =

200V3 =

20R1 = 25R3 =

30R5 =10R 2 =

10R 4 =
1i

2i

3i

  9-2مثال 
  . را بدست آوريد3i و1i،2iدر مدار الكتريكي زير با اعمال روش حذفي گوسي جريانهاي

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  

  افزوده حاصل براي اين سيستم بصورت زير بدست مي آيد،معادلات مداري براي حلقه ها و ماتريس 
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iiiii
iiiii

iiii
  

  حال با اعمال روش حذفي گوسي دستگاه معادلات حاصل را حل مي كنيم،
  

   از معادلات دوم و سوم، 1i حذف مجهول-گام اول
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   از معادله سوم، 2i حذف مجهول-گام دوم
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   اجراي الگوريتم جايگزيني پسرو براي حل معادلات،- گام سوم 
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  .لذا جريان هر يك از حلقه ها بدست مي آيد
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  10-2مثال 
رت زير اندازه در يك آزمايش پرتاب موشك، سرعت موشك در راستاي قائم در زمان هاي مختلف بصو

  گيري شده است،
 t(sec)زمان    m/sec(v(سرعت  

8.106  5  
2.177  8  
2.279  12  

سرعت موشك بر حسب زمان را مي توان بصورت چندجمله اي درجه دوم تقريب با توجه به اين جدول 
  زد،

125,)( 32
2

1 ≤≤++= tatatatv  
ت موشك سرع سپس .با استفاده از روش حذفي گوسي مقدار ضرايب اين چند جمله اي را بدست آوريد

  . بيابيدsec6=tرا در لحظه
  

دله سرعت موشك بر حسب زمان دستگاه معادلات حاصل را بدست ابتدا بايد با قرار دادن نقاط در معا
  آوريم،
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 گوسي اين دستگاه معادلات را حل مي نماييم، فرم ماتريس افزوده سيستم -حال با اعمال روش حذفي

  بصورت زير است،
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Ab  

  
56.225/64از معادلات دوم و سوم، توجه كنيد كه  1a حذف مجهول-گام اول  و −=−

76.525/144    مي باشد،−=−
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5.38.4/8.16 از معادله سوم، توجه كنيد كه2aمجهول حذف -گام دوم    مي باشد،−=−

}
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56.18.40

1525
5.3
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rrr  

  
   اجراي الگوريتم جايگزيني پسرو براي حل معادلات،- گام سوم 
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1

2

3

3

32

321

a
a
a

a
aa

aaa
  

  لذا معادله سرعت موشك بر حسب زمان بصورت زير بدست مي آيد،
125,0857.16905.192905.0)( 2 ≤≤++= ttttv  

  
   بصورت زير محاسبه مي شود،sec6=tت موشك را در لحظهسرع

sec/m686.1290857.1)6(6905.19)6(2905.0)6( 2 =+×+×=v  
□  
  

 گوسي اگر يكي از عناصر قطر اصلي برابر با صفر گردد انجام عمليات -ر اجراي عمليات حذفيد: 1نكته
در چنين مواردي براي ادامه عمليات نياز به جابجا كردن معادله مذكور يا همان . متوقف خواهد شد

 در انتخاب سطر مناسب.  گفته مي شود1محورگيريسطرهاي ماتريس افزوده داريم، كه به اين كار 
گيريم كه بزرگترين عدد محوري  بهتر است سطري را در نظر ب بخاطر پايداري الگوريتم،جاييبراي جاب

  .را داشته باشد
  

  11-2مثال 
  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،
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  فرم ماتريسي اين معادلات بصورت زير مي باشد،

                                                 
١ Pivoting 
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−
−−

→=

7
7
5
4

3611
2833
3421
2242

4

3

2

1

x
x
x
x

A bx  

حال مراحل . اين دستگاه معادلات خطي را با استفاده از روش حذفي گوسي حل كنيممي خواهيم 
  مربوطه را طي مي نماييم،

  
   را از معادلات دوم تا چهارم حذف نماييم، 1xابتدا بايد مجهول) 1(

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

−
−
−
−−

⇒

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

→+

→+

→+
−

4

3

2

1

441

331

221

5
1
7
4

4530
5530
2500
2242

2
1
2
3
2
1

x
x
x
x

rrr

rrr

rrr

  

ادلات سوم و چهارم حذف نماييم، ليكن به علت صفر بودن عنصر  را از مع2xحال بايد مجهول) 2(
در چنين شرايطي بايد عمل محورگيري انجام دهيم، يعني .  اين كار امكان پذير نمي باشد22aمحوري

بنابراين ماتريس افزوده جديد بصورت زير قابل . جاي معادله دوم را با معادله چهارم عوض مي نماييم
  بازنويسي خواهد بود،

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

−
−
−
−−

4

3

2

1

7
1
5
4

2500
5530
4530
2242

x
x
x
x

  

  
   را از معادلات سوم و چهارم حذف كنيم،2xحال مي توانيم مجهول) 3(

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−
−
−
−−

⇒→+−

4

3

2

1

332

7
4

5
4

2500
1000
4530
2242

x
x
x
x

rrr  

  
 33aوري را از معادله چهارم حذف نماييم، ليكن باز هم عنصر مح3xاين بار لازم است تا مجهول) 4(

برابر با صفر است، پس باز هم عمل محورگيري را انجام داده و جاي معادله سوم را با معادله چهارم 
co  عوض مي نماييم،
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−
−
−
−−

4

3

2

1

4
7
5
4

1000
2500
4530
2242

x
x
x
x

  

به اين ترتيب ماتريس ضرايب به فرم بالامثلثي تبديل مي گردد و دستگاه معادلات حاصل بصورت زير 
  خواهد بود،

4
725

5453
42242

4

43

432

4321

−=−
=−

=−+
−=−−+

x
xx

xxx
xxxx

  

  كه جواب ها به راحتي با استفاده از الگوريتم جايگزيني پسرو قابل محاسبه هستند،
4,3,2,1 4321 ==== xxxx  

  
  ماتريس هاي مقدماتي براي انجام هر مرحله بصورت زير بدست مي آيند،

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
−

100
0100
0010
0001

,

1000
010
0010
0001

,

1000
0100
001
0001

2
1

3
2
32

2
1

1 EEE  

  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0100
1000
0010
0001

,

1000
0110
0010
0001

,

0010
0100
1000
0001

654 EEE  

  
 عمليات محورگيري در نظر گرفته نشده است، لذا استفاده از اين برنامه در اين gauss1در برنامه

  حالت پيغام خطايي بصورت زير مي دهد،

pivoting needs algorithm

gauss1 ==> using Error ???

b)gauss1(A,=x

;[-4;5;7;7]=b

3];- 6 1 2;-1- 8 3- 3;-3- 4 2 2;1- 2- 4 [2=A
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   هم صورت گيرد،لذا مي توان بصورت زير برنامه را اصلاح نمود تا عمل محورگيري
  

NA);eye(NA,  E

B]; [A  AB

NA;

end

 );'dimensions compatible have must Band  Aerror('   

 NA, ~ NB1 if

size(B);  NB][NB1,

   size(A,2);  NA

B)gauss2(A,  AB][x, function

pivoting. with algorithm nEliminatio %Gaussian

=

=

=

=

=

=

  

end

end   

              end             

NA);eye(NA,  E         

AB; * E  AB   

j);AB(j, / j)AB(i,-  j)E(i,         

:);j], 1)-(jAB([k  :)1)],-(jk AB([j         

j)));NA],([j:max(abs(AB  k][max,         

else      

NA);eye(NA,  E         

AB; * E  AB   

j);AB(j, / j)AB(i,-  j)E(i,      

0 ~ j)AB(j, if      

NA:1j  i for

1-NA:1  j for

=

=

=

+=+

=

=

=

=

=

+=

=
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end

0;  sum   

AB(i,i); / sum) - 1)NA(AB(i,  x(1,i)   

end   

j);AB(i, * j)x(1,  sum  sum      

NA:1i  j for   

1:-1:NA  i for

0;  sum

NA);zeros(1,  x

equation matrix triangular-upper a for onsubstitutibackward  %

=

+=

+=

+=

=

=

=

  

  اجراي برنامه بصورت زير است،
  

4     1     0    0     0     

7     2-    5     0     0     

1     5-    5     3     0     

4-    2-    2-    4     2     

= AB

4     3     2     1     

= x

b)gauss2(A,=AB] [x

;[-4;5;7;7]=b

3];- 6  1  2;-1- 8  3- 3;-3- 4  2  2;1- 2- 4  [2=A

  

□  
  

  12-2مثال 
  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
=−+−
−=+−

732
322
232

321

321

321

xxx
xxx

xxx
  

  فرم ماتريس افزوده اين دستگاه معادلات بصورت زير مي باشد،

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−
−−

−
→

7
3
2

312
221

321
bA
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    از معادلات دوم و سوم،1xذف مجهول ح-گام اول

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

−
⇒

⎭
⎬
⎫

→+−
→+

3

2

1

331

221

3
1
2

330
100
321

2
x
x
x

rrr
rrr  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

102
010
001

,
100
011
001

21 EE  

  
   از معادله سوم،2x جابجايي معادلات دوم و سوم حذف مجهول-گام دوم

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

−
−

⇒↔
010
100
001

1
3
2

100
330

321

3

3

2

1

32 E
x
x
x

rr  

  
   حل معادلات، اجراي الگوريتم جايگزيني پسرو براي- گام سوم 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−+−=

=+−=

=

→
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=−

−=+−

5322
0)33(

1

1
333

232

321

33
1

2

3

3

32

321

xxx
xx

x

x
xx

xxx
  

□  
  
   الگوريتم حذفي گوسيحاسبات جبريحجم م -2-3-1-1

در حالت .  نيز بررسي نمودالگوريتم حذفي گوسي را مي توان از نظر تعداد محاسبات جبري  
  تعداد عمليات لازم براي محاسبات جبري بصورت زير بدست مي آيد،كلي 

  
],,,[                                  :  n×1 جمع دو بردار-1 2211 nn vuvuvu +++=+ Kvu    
           عمليات جمع جبري دارد، n نياز به انجام-
  
],,[                          :   n×1 در يك بردارa ضرب عدد اسكالر-2 21 nauauaua K=u    
   عمليات ضرب جبري دارد،n نياز به انجام-

  . مي نامندflop1را اصطلاحاً يك ) تقسيم/ تفريق و ضرب/ جمع(هر يك از اين عمليات جبري 
  

                                                 
١ Floating-point operation 
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∑     :      n×1 ضرب داخلي دو بردار-3
=

=+++==
n

i
iinn

T vuvuvuvuvu
1

2211, Lvu         

12 عمل جمع مي باشد، لذا تعداد كل عملياتn−1 عمل ضرب وnادل با مع- −nخواهد بود .  
  
11                                 :                                  ضرب بردار در ماتريس-4 ××× = nnmm A xy   
  در نظر گرفت، لذا تعداد كل عملياتn×1 بردارmضرب داخليت را مي توان معادل با ال اين ح-

mn )12(   . است−
  .ت عمليات در نظر گرفnm2مي توان ) n→∞( براي ماتريس هايي با ابعاد بزرگ -
)( ماتريس قطري باشدA اگر - nm   . عمل ضرب خواهد بودn، محاسبات=

    
pnnmpm               :                                              ضرب ماتريس در ماتريس-5 BAC ××× =  
mpnاد محاسبات جبري تعد4 با توجه به بند - )12(   .بدست مي آيد−
  . عمليات در نظر گرفتnmp2مي توان ) n→∞(  براي ماتريس هايي با ابعاد بزرگ -
  
  : يا پيشرو الگوريتم جايگزيني پسرو- 6
   دستگاه معادلات زير را در بگيريد،-

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

→=

nnnn

n

n

b

b
b

x

x
x

a

aa
aaa

A
MM

K

MOMM

K

K

2

1

2

1

222

11211

00

0
bx  

  الگوريتم جايگزيني پسرو به فرم زير است،

11131321211

2,2,211,222

1,1,111

/)(

/)(
/)(

/

axaxaxabx

axaxabx
axabx

abx

nn

nnnnnnnnnn

nnnnnnn

nnnn

−−−−=

−−=

−=
=

−−−−−−−−

−−−−−

L

MM

  

  
  تعداد عمليات جبري مورد نياز براي انجام اين الگوريتم بصورت زير بدست مي آيد،

   → يا تقسيم  عمليات ضرب
2

)1(321 +
=++++

nnnL  

nnnn    → يا تفريق   عمليات جمع −
+

=−++++
2

)1(1210 L  
co  . خواهد بود عمليات جبري2nكلدر لذا 
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  :×nnالگوريتم حذفي گوسي براي دستگاه معادلات -7

   → يا تقسيم  عمليات ضرب
33

2
3 nnn

−+  

    → يا تفريق   عمليات جمع
6

5
23

23 nnn
−+  

 را مي توان هر يك) n→∞(براي   -
3

3n و در كل عمليات
3

2 3n در نظر گرفت.  
  

  13-2مثال
  توجه نماييد،ا روش حذفي گوسي براي حل دستگاه معادلات ببه حجم محاسبات 

flops16
5

6
35

2
3

3
3

11
3
33

3
3

33
23

2
3

→

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
×

−+

=−+
→×  

  .ت جبري بكار مي رود براي بيان تعداد عمليا1flopعبارت 

flops115
50

6
55

2
5

3
5

65
3
55

3
5

55
23

2
3

→

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
×

−+

=−+
→×  

□  
  

 مي توان تعداد عمليات جبري انجام شده را flops از دستور MATLABدر نرم افزار   
 و براي اعداد مختلط flops1اين دستور براي عمل جمع يا تفريق اعداد حقيقي. بدست آورد

flops2 يدر مورد عمل ضرب و تقسيم براي اعداد حقيق. در نظر مي گيردflops1 و براي اعداد 
  . شمارش را از صفر آغاز مي كندflops(0)دستور.  در نظر مي گيردflops6مختلط

  
   به نمونه هاي زير توجه نماييد،

3]; 0 1- 6 5;1 2 4 6 [5=C

6]; 9- 1- 6;8 5 8 [3=B

8]; 9;7 1;2- [6=A

8];[2;-1;3;4;=v

9];[3;1;0;-5;=u

  

                                                 
١ Floating point operations per second  
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20    

= nflops

flops=nflops

u;*C

flops(0)

48    

= nflops

flops=nflops

B;*A

flops(0)

10    

= nflops

flops=nflops

u'*v;

flops(0)

5     

= nflops

flops=nflops

v;+u

flops(0)

  

  
  م سطري پلكانيفر -2-3-1-2

در نظر گرفته شده بود، به تعداد معادلات با تعداد مجهولات مساوي   هاي قبلدر مثال
nmعبارتي سعي مي شود  مربعي نباشد، A ماتريس در صورتيكهليكن.  مربعي استA و ماتريس=

   زير تبديل گردد،1ي پلكانيسطرفرم  به Aتا ماتريس

)2-5(                   

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

00000000
00000000
*1000000
****1000
*****100
*******1

 

                                                 
١ Row Echelon Form 
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  فرم سطري پلكاني خصوصيات زير را داراست،
  . در بخش پايين ماتريس قرار مي گيرند كه تمامي عناصر آنها صفر است سطرهايي-1
 عدد يك  سطر،پ سمت چ درهستند، اولين عنصر غير صفر در سطرهايي كه شامل عناصر غير صفر -2

  . گفته مي شود1عنصر محوريمي باشد، كه به آن، 
  

   به فرم سطري پلكاني را مي توان بصورت زير خلاصه كرد،×nmفرايند تبديل ماتريس ضرايب
   در معادله اول يك نباشد،1xدر صورتيكه ضريب -گام اول

11
11

1 rr
a

→  

  ام،m از معادلات دوم تا1xحذف مجهول 
mirrra iii ,,2,11 K=→+−  

   در معادله دوم يك نباشد،2x در صورتيكه ضريب-ومدگام 

22
22

1 rr
a

→  

  ام،m از معادلات سوم تا2x حذف مجهول
mirrra iii ,,3,22 K=→+−  

  . ادامه مي دهيمm−1 به همين ترتيب تا گام-گام سوم
  

  14-2مثال
  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
=+++

=++++

3742
42

553

5421

5432

54321

xxxx
xxxx

xxxxx
  

  
  فرم ماتريس افزوده اين معادلات بصورت زير مي باشد،

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

5

4

3

2

1

3
4
5

17042
12110
15131

x
x
x
x
x

  

  

                                                 
١ Pivot Entry 
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

5

4

3

2

1

1
4
5

11000
12110
15131

x
x
x
x
x

 را از سطر سوم حذف 1xدر سطر دوم صفر مي باشد، لذا در سطر اول يك و 1xاز آنجاييكه ضريب) 1(
  نماييم،

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−−−
⇒→+−

5

4

3

2

1

331

7
4
5

13220
12110
15131

2

x
x
x
x
x

rrr  

  نماييم، را از سطر سوم حذف مي 2x سطر دوم يك است، لذا در2x توجه به اينكه ضريببا) 2(

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒→+

5

4

3

2

1

332

1
4
5

11000
12110
15131

2

x
x
x
x
x

rrr  

از آنجاييكه در سطر سوم، اولين عدد غير صفر از سمت چپ يك مي باشد، لذا الگوريتم پايان يافته ) 3(
  است و فرم سطري پلكاني بصورت زير بدست مي آيد،

  
  

  
  
  

  بنابراين، دستگاه معادلات معادل بصورت زير در خواهد آمد،

1
42

553

54

5432

54321

=+
=+++

=++++

xx
xxxx

xxxxx
  

حسب ، مي توان برخي از مجهولات را بر تعداد مجهولات بيشتر از تعداد معادلات مي باشندآنجائيكهاز 
             ديگري بدست آورد،

    54352351 1,2,26 xxxxxxxx −=−+=++−=  
421هايمتغير ،با توجه به اين جوابها ,, xxx3 مستقل نبوده و وابسته به مقدارx5 وx3 هستند، بهx 

421با كمي دقت مي توان دريافت كه متغيرهاي . نيز گفته مي شود1متغيرهاي آزاد 5xو ,, xxx 
  .مربوط به ستون هايي هستند كه عناصر محوري در آنها قرار دارند

□  
                                                 
١ Free variables 
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  15-2مثال
  عادلات زير را در نظر بگيريد،دستگاه م

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−−
−=++−−

=+−−+

12084
1233

834227

5321

5421

54321

xxxx
xxxx

xxxxx
  

  فرم ماتريس افزوده اين معادلات بصورت زير مي باشد،

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−
−−

−−
→

1
1

8

200814
12033
34227

bA

  
  

   را در معادله اول به يك تبديل مي كنيم،1x ابتدا ضريب-گام اول

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−−⇒→

−−

5

4

3

2

1

7
8

7
3

7
4

7
2

7
2

11

1
1

200814
12033

1

7
1

x
x
x
x
x

rr  

  
   از معادلات دوم و سوم،1xحذف مجهول

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⇒
⎭
⎬
⎫

→+−
→+

−−−

−−

−−

5

4

3

2

1

7
25
7

17
7
8

7
128

7
16

7
48

7
15

7
16

7
2

7
6

7
15

7
3

7
4

7
2

7
2

331

221

0
0
1

4
3

x
x
x
x
x

rrr
rrr  

  
   در معادله دوم يك نيست داريم،2x از آنجاييكه ضريب-گام دوم

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⇒→
−

−

−

−−

−−

−−

5

4

3

2

1

7
25

15
17
7
8

7
128

7
16

7
48

7
15

15
16

15
2

15
6

7
3

7
4

7
2

7
2

22

0
10

1

15
7

x
x
x
x
x

rr  

co   از معادله سوم،2xلوحذف مجه
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
⇒→+ −−−

−−

5

4

3

2

1

15
17
7
8

15
16

15
2

15
6

7
3

7
4

7
2

7
2

332

6162600
10

1

7
15

x
x
x
x
x

rrr  

   را در معادله سوم به يك تبديل مي كنيم،3x ضريب-گام سوم

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⇒→
− −

−−

−−

−−

5

4

3

2

1

15
17
7
8

3
8

3
1

15
16

15
2

15
6

7
3

7
4

7
2

7
2

33

1100
10

1

6
1

x
x
x
x
x

rr  

  
   متغيرهاي آزاد هستند، دستگاه معادلات حاصل را حل5x و4x با توجه به اينكه-گام چهارم
   مي كنيم،

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

++=

−
=

++=

→

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=−−

−
=−−+

=+−−+

543

2

541

543

5432

54321

3
8

3
11

15
23

3
1

3
2

15
28

1
3
8

3
1

15
17

15
16

15
2

15
6

7
8

7
3

7
4

7
2

7
2

xxx

x

xxx

xxx

xxxx

xxxxx

  

  .ارداين دستگاه بيشمار جواب د
□  
  

  16-2مثال
  معادله شيميايي اكسيداسيون آمونياك را در نظر بگيريد،

OHxNOxOxNHx 2432231 )()()()( +→+  
هدف يافتن كمترين مقادير صحيح مثبت . كه محصول نهايي آن منواكسيد نيتروژن و آب مي باشد

براي اين منظور .  مي باشد بطوريكه تعادل در معادله شيميايي بالا برقرار گردد4xو1x،2x،3xبراي
  تعداد اتمهاي هر يك از عناصر را در طرفين معادله شيميايي در نظر مي گيريم،

432

41

31

2:
23:

:

xxxO
xxH

xxN

+=
=
=

  

co  بدست مي آيد،در نتيجه يك دستگاه معادلات همگن با سه معادله و چهار مجهول بشكل زير 
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02
023

0

432

41

31

=−−
=−

=−

xxx
xx

xx
  

  براي اين دستگاه معادلات خطي ماتريس افزوده زير قابل نوشتن است،

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−

4

3

2

1

0
0
0

1120
2003

0101

x
x
x
x

  

  با اعمال روش سطري پلكاني معادلات به شكل زير در مي آيد،

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−

−

−−

4

3

2

1

3
2

2
1

2
1

4

3

2

1

0
0
0

100
10

0101

0
0
0

2300
1120

0101

x
x
x
x

x
x
x
x

  

 4x متغيرهاي وابسته و3x و1x،2xبا توجه به محل قرار گرفتن عناصر محوري مي توان گفت كه
  به اين ترتيب مجموعه جواب به شكل زير بدست مي آيد،. متغير آزاد مي باشد

434241 3
2,

6
5,

3
2 xxxxxx ===  

64بنابراين با انتخاب  =x1قادير صحيح مثبت براي كمترين مx،2x،3x4وx،بدست مي آيد   
)6,4,5,4(),,,( 4321 =xxxx  

  نهايتاً معادله شيميايي به شكل زير خواهد بود،
OHNOONH 223 6454 +→+  

□ 
  
   جردن- روش گوس-2-3-2

سعي بر آن است تا عمليات انجام شده بر روي ماتريس افزورده چنان  جردن -س در روش گو  
به عبارتي ماتريس .  تبديل به يك ماتريس قطري با عناصر قطر اصلي يك گرددAباشد كه ماتريس

nmدر حالت افزوده    تبديل مي گردد،به فرم زير =

)2-6(        
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′

′
′

nb

b
b

M

K

MOMM

K

K

2

1

100

010
001

  

co   بصورت زير مي توان بيان كرد، رايتم كليالگور
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   از تمامي معادلات به جز معادله اول، 1x  حذف مجهول-گام اول

nirrr
a
a

ii
i ,,2,1

11

1 K=→+
−  

   از تمامي معادلات به جز معادله دوم،2x  حذف مجهول-گام دوم

2,,,1,2
22

2 ≠=→+
− inirrr
a
a

ii
i K  

  . ادامه مي دهيمn−1همين ترتيب تا گام به -گام سوم
  

   تبديل عناصر قطري به يك،-گام چهارم

nirr
a ii

ii

,,1,1
K=→  

 جردن نيز اگر يكي از عناصر -همانند آنچه كه در اعمال روش حذفي گوسي گفته شد، در روش گوس 
 در اين روش نسبت به روش .بودقطري به عدد صفر تبديل گردد نياز به عمل محورگيري خواهد 

حذفي گوسي حجم محاسبات الگوريتم بيشتر است، ليكن در پايان نيازي به اجراي الگريتم جايگزيني 
  .پسرو وجود ندارد

  
  17-2مثال

  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++

=+

72
62

42

321

321

32

xxx
xxx

xx
  

  فرم ماتريس افزوده سيستم به بصورت زير خواهد بود،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3

2

1

7
6
4

112
211
120

x
x
x

  

  وم داريم،با جابجا كردن سطر اول و س در معادله اول برابر صفر است، 1x آنجاييكه ضريباز

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3

2

1

4
6
7

120
211
112

x
x
x

  

co  ،وم حذف مي نماييم د را از معادله 1xمجهولوم صفر مي باشد، لذا  در معادله س1xضريب) 1(
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒→+

−

3

2

1

2
5

2
3

2
1

221

4

7

120
0

112

2
1

x
x
x

rrr  

   از معادلات اول و سوم، 2xحذف مجهول) 2(

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
⇒

⎭
⎬
⎫

→+−
→+−

3

2

1

2
5

2
3

2
1

332

112

6

2

500
0

202

4
2

x
x
x

rrr
rrr  

   از معادلات اول و دوم،3xحذف مجهول) 3(

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

→+

→+
−

3

2

1

10
7
5
22

2
1

223

113

6500
00
002

10
3
5
2

x
x
x

rrr

rrr
  

ست، با تقسيم هر سطر بر عنصر قطر اصلي  بصورت قطري در آمده اAدر اين مرحله كه ماتريس) 4(
   را به يك ماتريس واحد تبديل مي نماييم،Aآن ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

→
−

→

→

3

2

1

5
6
5
7
5

11

33

22

11

100
010
001

5
1

2
2
1

x
x
x

rr

rr

rr

  

  به اين ترتيب مقدار مجهولات به صورت زير بدست مي آيد،

5
6,

5
7,

5
11

321 === xxx  
   جردن نوشت،- براي الگوريتم گوس مي توان برنامه ايMATLABبا استفاده از نرم افزار 

NA);eye(NA,  E

B]; [A  AB

NA;

end

 );'dimensions compatible have must Band  Aerror('   

 NA, ~ NB1 if

size(B);  NB][NB1,

   size(A,2);  NA

B)n(A,gaussjorda  AB][x, function

pivoting. with algorithm Jordan-%Gauss

=

=

=

=

=

=
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;1)'NAAB(:,  x

AB; * E  AB   

end

AB(i,i); / 1  E(i,i)   

NA:1  i for

NA);eye(NA,  E

end

end   

              end             

NA);eye(NA,  E         

AB; * E  AB         

j);AB(j, / j)AB(i,-  j)E(i,         

:);j], 1)-(jAB([k  :)1)],-(jk AB([j         

j)));NA],:([jmax(abs(AB  k][max,         

else      

NA);eye(NA,  E         

AB; * E  AB   

j);AB(j, / j)AB(i,-  j)E(i,      

0 ~ j)AB(j, if      

NA:1  i for

NA:1  j for

+=

=

=

=

=

=

=

=

+=+

=

=

=

=

=

=

=

  

  اجراي برنامه بصورت زير است كه شامل پاسخ سيستم و ماتريس افزوده قطري شده مي باشد،
  

1.2000    1.0000    0         0         

1.4000    0         1.0000    0         

2.2000    0         0         1.0000    

= AB

1.2000    1.4000    2.2000    

= x

b)n(A,gaussjorda=AB] [x

[4;6;7];=b

1]; 1 2;2 1 1;1 2 [0=A
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  18-2مثال
  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+
=++
=−+−

13
1332
42

31

321

321

xx
xxx
xxx

  

  فرم ماتريس افزوده اين معادلات بصورت زير مي باشد،

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
→

1
13
4

103
321
112

bA

  
   از تمامي معادلات به جز معادله اول،1x  حذف مجهول-گام اول

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
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⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−
⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

→+

→+

−

10
010
001

,
100
01
001

5
15
4

0
0

112

2
3
2
1

2
3

22
1

1

3

2

1

2
1

2
3

2
5

2
5

331

221

EE

x
x
x

rrr

rrr

  

   از تمامي معادلات به جز معادله دوم،2x حذف مجهول-گام دوم

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥
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⎢
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⎢
⎢
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⇒

⎪
⎪
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⎪⎪
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−

−
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010
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4
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2

200
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5
3

5
2

5
3

4

5
2

3

3

2

1

2
5

2
5

332

112

EE

x
x
x

rrr

rrr

  

   از تمامي معادلات به جز معادله سوم،3x حذف مجهول- گام سوم 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎡
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

→+

→+−

100
10

001
,

100
010
101

4
10
2

200
00
002

4
5

4
5

65

3

2

1

2
5

223

113

EE

x
x
x

rrr

rrr

  co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



                                                                                                                دستگاه معادلات جبري خطي :فصل دوم
                    

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

113 

   تبديل عناصر قطري به عدد يك و بدست آوردن جوابها،-گام چهارم

2,4,1

00
00
00

2
4
1

100
010
001

4
10
2

200
00
002

321

2
1

5
2

2
1

72
5

==−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
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⎢
⎢

⎣
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→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

−

−

xxx

E

  

□ 
  

  19-2مثال
  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
=−+−
−=+−

732
322
232

321

321

321

xxx
xxx

xxx
  

  فرم ماتريس افزوده اين دستگاه معادلات بصورت زير مي باشد،

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−
−−

−
→

7
3
2

312
221

321
bA  

     از تمامي معادلات به جز معادله اول،1x  حذف مجهول-گام اول

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎡

⎥
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21 EE  

   از تمامي معادلات به جز معادله دوم،2xدوم و سوم حذف مجهول  جابجايي معادلات -گام دوم
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⎥
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   از تمامي معادلات به جز معادله سوم،3x  حذف مجهول-گام سوم

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥
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⎢
⎢
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⎥
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⎤
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⎢
⎢
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⎥
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⎥
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⎣
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⇒

⎭
⎬
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310
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1
0
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3
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113

EE

x
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rrr
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  به عدد يك و بدست آوردن جوابها، تبديل عناصر قطري -گام چهارم

1,0,5

100
00
001

1
0
5

100
010
001

1
0
5

100
030
001

321

3
1

7

==−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

xxx

E  

   نتايج بصورت زير بدست مي آيد،gaussjordanبا اجراي برنامه 

1     1     0     0     

0     0     1     0     

5-    0     0     1     

= AB

1     0     5-    

= x

b)n(A,gaussjorda=x

[-2;3;-7];=b

3]; 1- 2;2- 2 3;-1 2- [1=A

  

□ 
  

  20-2مثال
  مدار الكتريكي ساده زير را در نظر بگيريد،
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با اعمال قوانين مداري معادلات زير .  مي باشد3I و 1I، 2Iهدف در اين مدار يافتن مقدار جريانهاي 
  بدست مي آيند،

16204
2048

0

32

21

321

−=−
=+
=−−

II
II

III
 

  براي اين دستگاه معادلات خطي ماتريس افزوده زير قابل نوشتن است،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

3

2

1

4
5
0

510
012
111

I
I
I

  

   بيان مي گردد، جردن به صورت زير-كه با اعمال روش گاوس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3

2

1

1
1
2

100
010
001

I
I
I

  

  بنابراين جوابها بصورت زير خواهند بود،
,1,2 321 AIIAI ===  

□ 
  
   جردن-حجم محاسبات جبري الگوريتم گوس -2-3-2-1

   جردن بصورت زير است،-حجم محاسبات جبري براي الگوريتم گوس

   → يا تقسيم  عمليات ضرب
22

23 nn
+  

    → يا تفريق   ليات جمععم
22

3 nn
−  

مي توان هر يك را ) n→∞(براي 
2

3n3 عمليات و در مجموعnلذا براي دستگاه .  در نظر گرفت
ار بيشتري نسبت به روش  جردن نيازمند عمليات بسي-معادلات با ابعاد بزرگ استفاده از روش گوس

   داريم،n=100بطور مثال براي. حذفي گوسي است

6:روش حذفي گوسي
3

1067.0
3

2
×=

n  

63:  جردن-روش گوس 10=n  
  . عمليات جمع و ضرب است300000 اختلاف در حجم محاسبات دو روش معادل
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  محاسبه ماتريس معكوس  در كاربرد-2-3-2-2
   باشد،دن در محاسبه ماتريس معكوس مي جر-كي از كاربردهاي روش گوسي

)2-7          (              [ ] [ ]11 −− ⇒→= AIIAIAA  
  

  21-2مثال
   جردن بدست آوريد،- را با استفاده از روش گوسAمعكوس ماتريس

⎥
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⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−=
312
211

321
A  

  داريم،) 7-2(استفاده از رابطهبا 
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   جردن را بر روي اين ماتريس افزوده پياده مي كنيم،-حال روش گوس
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 مي توان با . بدست مي آيدAاقي معكوس ماتريس بدون نياز به محاسبه ماتريس الح ولذا به راحتي
co   نتيجه را بررسي نمود،inv و دستور gaussjordanاجراي برنامه 
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0.7500-   1.2500-   0.2500    

0.2500    0.7500    0.2500    

1.7500    2.2500    0.2500-   

= ans

inv(A)

0.7500-   1.2500-   0.2500    1.0000    0         0         

0.2500    0.7500    0.2500    0         1.0000    0         

1.7500    2.2500    0.2500-   0         0         1.0000    

= AB

I)n(A,gaussjorda=AB] [x

eye(3);=I

3]; 1- 2;2- 1 3;-1 2 [1=A

  

]در خروجي برنامه ماتريس افزوده ]1−AI ظاهر مي شود، كه با حاصل دستور invمطابقت دارد .  
□  
  
  م سطري پلكاني كاهش يافتهفر -2-3-2-3

nm مربعي نباشد وAدر صورتيكه ماتريس  باشد ديگر نمي توان معادلات را به شكل ≠
سطري پلكاني كاهش   فرم را بهA شود تا ماتريسيصورت سعي م در آورد، در اين) 5-2(رابطه 
در . نشان داده شده استطري پلكاني كاهش يافته در رابطه زير رآورد، يك نمونه از فرم س د1يافته
  ها مي توانند عددي صفر يا غير صفر باشند،*اينجا 

)2-8(      

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∗
∗∗∗
∗∗∗
∗∗∗∗

00000000
00000000

1000000
01000
00100
0001

  

  
   سطري پلكاني داراي خصوصيات زير مي باشد،نمايش

  .در بخش پايين ماتريس قرار دارند سطرهايي كه تمامي عناصر آنها صفر مي باشد -1
 عدد  آن سطر، سمت چپ درهستند، اولين عنصر غير صفر در سطرهايي كه شامل عناصر غير صفر -2

  .يك مي باشد، كه به آن، عنصر محوري گفته مي شود
  . در ستون هايي كه داراي عنصر محوري است، كليه عناصر بالاي عنصر محوري صفر مي باشد-3

                                                 
١ Reduced Row Echelon Form  

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



دستگاه معادلات جبري خطي:              فصل دوم                                                                 

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

118 

  ،ري پلكاني كاهش يافته بصورت زير است به فرم سط×nm ماتريس ضرايبرايند تبديلف
   در معادله اول يك نباشد،1x در صورتيكه ضريب-گام اول

11
11

1 rr
a

→  

  ام،m از معادلات دوم تا1x حذف مجهول
mirrra iii ,,2,11 K=→+−  

   در معادله دوم يك نباشد،2x در صورتيكه ضريب-گام دوم

22
22

1 rr
a

→  

   از تمامي معادلات به جز معادله دوم،2x حذف مجهول
2,,,1,22 ≠=→+− imirrra iii K  

  . ادامه مي دهيمm−1 به همين ترتيب تا گام-گام سوم
  
  22-2ثالم

  . ر نظر بگيريددزير را دستگاه معادلات 

⎪
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=+++
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=++++
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42
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xxxx
xxxx

xxxxx
  

  ماتريس افزوده اين معادلات به فرم زير مي باشد،
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  . حال مي خواهيم آن را به فرم سطري پلكاني كاهش يافته در آوريم
 را از سطر سوم حذف 1x در معادله دوم صفر مي باشد، لذا بايد در معادله اول يك و1xضريب) 1(

  نماييم،
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   را از سطر اول و دوم حذف مي نماييم،2x در معادله دوم يك مي باشد، لذا2xضريب) 2(
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 يك است، پس 4xضريب.  مي رويم4x در سطر سوم صفر مي باشد، سراغ3x از آنجاييكه ضريب)3(

   را از معادلات اول و دوم حذف نماييم،  4xكافي است كه
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با توجه به معادلات بدست آمده ب فرم سطري پلكاني كاهش يافته معادلات بدست مي آيد، به اين ترتي

  ،صل مي شودنتايج زير حا
54352351 1,2,26 xxxxxxxx −=−+=++−=  

421با كمي دقت متوجه مي شويم كه متغيرهاي ,, xxx مربوط به ستون هايي هستند كه عناصر 
  .محوري در آن قرار دارند

  
 مي توان از MATLABسطري پلكاني كاهش يافته در نرم افزار فرم وردن براي بدست آ

   استفاده نمود،rref(A)دستور 

1     1     1     0     0     0     

2     1-    0     1     1     0     

6-    1-    0     2-    0     1     

= ans

b]) rref([A

[5;4;3];=b

1]; 7 0 4 1;2 2 1 1 1;0 5 1 3 [1=A

  

  . فرم ماتريس افزوده را نتيجه مي دهد[A  b]دستور 
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  23-2مثال
  .در نظر بگيريد را زيردستگاه معادلات 
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   است، ماتريس افزوده اين معادلات به فرم زير
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   را در معادله اول به يك تبديل مي كنيم،1x ابتدا ضريب-گام اول
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   از تمامي معادلات به جز معادله اول،1xحذف مجهول
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   در معادله دوم يك نيست داريم،2x از آنجاييكه ضريب-گام دوم
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co   از تمامي معادلات به جز معادله دوم،2xحذف مجهول
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  ه سوم به يك تبديل مي كنيم، را در معادل3x ضريب-گام سوم
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   از تمامي معادلات به جز معادله سوم،3x حذف مجهول- گام چهارم
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  تگاه معادلات حاصل را حل مي كنيم، متغيرهاي آزاد هستند، دس5x و4x با توجه به اينكه-گام پنجم
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□  
  

 24-2مثال
  دستگاه معادلات جبري خطي زير را در نظر بگيريد،
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co  فرم ماتريس افزوده اين معادلات بصورت زير مي باشد،
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   در معادله اول يك نيست داريم،1x از آنجاييكه ضريب-گام اول

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−⇒→

−

2

1
3

10
3
4

11

12
17

123
85

1

3
1

x
x

rr  

   از تمام معادلات به جز معادله اول،1xحذف مجهول
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   در معادله دوم يك نيست داريم،2x از آنجاييكه ضريب-گام دوم
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   از تمام معادلات به جز معادله دوم،2xجهولحذف م
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  همانطور كه پيداست سيستم سازگار است و جواب دارد، لذا جواب ها را بدست مي آوريم،

4
1,3 21

−
== xx  

   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 
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  25-2ثالم
 يكطرفه  هاخيابانتمامي . شكل زير بيانگر روند ترافيك در طول خيابانهاي بخشي از يك شهر مي باشد

  بوده و محل تقاطع ها با گره ها نمايش داده شده است،

  
  

  معادلات را براي هر يك از گره ها بصورت زير مي توان نوشت،
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   شده در شبكه برابر با كل بار خارج شده از شبكه است،فرض كنيد كه كل بار وارد
300300300500200200400 1 +++=+++ x  

  بنابراين دستگاه معادلات خطي با پنج معادله و پنج مجهول زير بدست مي آيد،
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  براي اين دستگاه معادلات خطي ماتريس افزوده زير قابل نوشتن است،
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  با تبديل به فرم سطري پلكاني كاهش يافته خواهيم داشت،
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  بنابراين جواب كلي بصورت زير بدست مي آيد،
200,100,100,400 5453521 −=+=−== xxxxxxx  

2005از آنجائيكه خيابانها يكطرفه مي باشند مقدار بار نمي تواند منفي باشد، پس بايد  ≥x انتخاب 
  .گردد
□ 
  

  سازگار يا ناسازگار بودن دستگاه معادلات در تشخيصrref(A) كاربردهاي دستور يكي از
] ماتريس افزودهمعادلات معرفي شده با. است ]bAزماني سازگار است، كه در فرم سطري پلكاني  

   آن، سطري به شكل زير ظاهر نشده باشد،فرم سطري پلكانيكاهش يافته يا 
)2-8(               ( ) 0,000 ≠ααL  

  در غير اينصورت معادله حاصل از سطر مذكور بصورت زير در خواهد آمد،
α=+++ nxxx 000 21 L  

  . اين معادله راه حلي ندارد و نتيجتاً دستگاه معادلات خطي اصلي ناسازگار خواهد بودα≠0 كه براي
  

  26-2مثال
  ت زير را در نظر بگيريد،دستگاه معادلا
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زيرا فرم سطري پلكاني آن به شكل زير . اين دستگاه معادلات نمونه اي از يك سيستم ناسازگار است
  مي باشد،
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  27-2مثال
   آوريد،اه معادلات زير را در نظر بگيريد و در صورت سازگار بودن جواب آن را بدستدستگ
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  اين دستگاه يك سيستم فرامعين است، فرم ماتريس افزوده اين معادلات بصورت زير مي باشد،
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   در معادله اول يك نيست داريم،1x از آنجاييكه ضريب-گام اول
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   از معادلات دوم و سوم،1xحذف مجهول
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   در معادله دوم يك نيست داريم،2x از آنجاييكه ضريب-گام دوم
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   از معادله سوم،2xحذف مجهول

⎥
⎦

⎤
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لذا جواب ها را بدست مي .  سيستم سازگار بوده و دستگاه معادلات جواب داردهمانطور كه پيداست
  آوريم،
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□ 
  

  28-2مثال
bacنشان دهيد سيستم زير به شرطي سازگار است كه 32   . باشد =−
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⎧
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=+−

cxxx
bxxx
axxx
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  د،فرم ماتريس افزوده اين معادلات بصورت زير مي باش

[ ]
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   گوسي، فرم سطري پلكاني را بدست مي آوريم،-با اعمال روش حذفي
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032لذا براي سازگار بودن دستگاه معادلات بايد =++− cbaراين،بناب.  باشدbac 32   .  است=−
□ 
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فرم . مي باشد 1همگن نمونه اي دستگاه معادلات كه همواره سازگار است دستگاه معادلات  
  بصورت زير مي باشد، همگنكلي دستگاه معادلات جبري خطي 

)2-9(             

0

0
0

2211

2222121

1212111

=+++

=+++
=+++

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

L

M

L

L

  

ي همگن سازگار مي باشد، زيرا شرط دلات خطهمانطور كه از معادلات بالا بر مي آيد دستگاه معا
0xيعني  2پاسخ بديهي  هرگز رخ نخواهد داد، همچنين يك مجموعه جوابناسازگاري براي حل  =

 پاسخ دستگاه معادلات خطي همگن مي تواند علاوه بر البته گاهي . همواره وجود دارداين معادلات
  .شته باشدبيشمار جواب ديگر هم دابديهي 

  
  29-2مثال 

  دستگاه معادلات همگن زير را در نظر بگيريد،

⎪
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xxx
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  ماتريس افزوده و تبديل آن با روش خذفي گوسي بصورت زير بدست مي آيد،
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),,()0,0,0(با حل اين معادلات در مي يابيم كه تنها جواب ممكن پاسخ بديهي 321 =xxxمي باشد .  
□  
 

  30-2مثال 
  دستگاه معادلات همگن زير را در نظر بگيريد،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
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١ Homogeneous Systems 
٢ Trivial Solution 
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  ماتريس افزوده و تبديل آن با روش سطري پلكاني بصورت زير بدست مي آيد،

⎥
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⎥
⎥
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3221

0
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4163
3142
3221

  
  . متغيرهاي آزاد هستند4x و2x متغيرهاي وابسته و3x و1xبا توجه به محل عناصر محوري

43421 ,2 xxxxx −=−−=  
  

همانطور كه مشاهده مي شود در اين حالت دستگاه معادلات علاوه بر پاسخ بديهي، بينهايت جواب 
  .ديگر هم خواهد داشت

□ 
  
  تجزيه ماتريس ها بر پايه  حل دستگاه معادلات جبري خطي- 4- 2

چند يكي ديگر از روش هاي حل دستگاه معادلات تجزيه ماتريس ضرايب به حاصلضرب 
bx در حل دستگاه معادلات.ساده تر است كه معمولاً به فرم قطري يا مثلثي هستندماتريس  =A 

kkبصورت حاصلضربAماتريس ضرايب AAAAA 121 −= L تجزيه مي گردد و حل دستگاه معادلات
  به فرم زير در مي آيد،

bx =)( 21 kAAA L  
از روش هاي جايگزيني براي حل  كه معمولاً  به فرم زير است، معادله سادهkكه در واقع شامل حل

  پيشرو و پسرو استفاده مي گردد،
121112211 ,,,, −−−− ==== kkkkk AAAA zxzzzzbz L  

  بنابراين در اين روش محاسبات را مي توان به دو بخش تقسيم كرد،
  A محاسبات لازم براي بدست آوردن تجزيه ماتريس-1
   دستگاه معادلات سادهk محاسبات لازم براي حل-2

دهاي اين روش زماني است كه يكي از كاربر.  استدر واقع عمده محاسبات مربوط به تجزيه ماتريس
bxبخواهيم جواب دستگاه معادلات =Aرا براي چندين بردار bدر اينصورت .  مختلف بدست آوريم

بيشترين حجم محاسبات را دارد فقط يكبار صورت مي گيرد و بخش تكراري عمل تجزيه ماتريس كه 
  .معادلات ساده مي باشدفقط مربوط به حل دستگاه 

اين . ماتريس ها معرفي مي گردد 2 چالسكيتجزيهو  LU1تجزيه در اين راستا دو روش 
  . كاربرد دارنداي حل دستگاه معادلات مربعيدو روش بر

                                                 
١ LU Factorization 
٢ Cholesky  Factorization 
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   ماتريس هاLUتجزيه  -2-4-1
nnAماتريس مربعي روش  ايندر     ،  تجزيه مي گرددU وLدو ماتريسبصورت حاصلضرب  ×

LUA =  
 يك ماتريس بالا مثلثي U و با عناصر قطري واحد يك ماتريس پايين مثلثيLبه طوريكه

روش  و روش حذفي گوسييك ماتريس مربعي مي توان از  LUبراي بدست آوردن تجزيه .باشد
  .استفاده نمودماتريس هاي بلوكي 

  
   LU تجزيهه معادلات جبري خطي با حل دستگا-2-4-1-1

LUAبراي حل دستگاه معادلات ابتدا تجزيه  با جايگذاري در  را بدست مي آوريم، سپس=
  معادله دستگاه داريم،

bxbx =→=
=

LUA
LUA

  
xyبا فرض اينكه U=،باشد داريم   

bybx
xy

=→=
=

LLU
U

  
  بنابراين جواب دستگاه معادلات اصلي با حل يك سري معادلات ساده بصورت زير بدست مي آيد،

)2-10(                         
⎩
⎨
⎧

=
=

xy
by

U
L  

  . كه در حل اين دو معادله از الگوريتم جايگزيني پيشرو و جايگزيني پسرو استفاده مي شود
  

  31-2مثال
  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،
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321
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  . جواب دستگاه معادلات را بيابيدLUبا استفاده از روش تجزيه
  

  ماتريسي اين معادلات به شكل زير مي باشد،فرم 
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co  ، به شكل زير استA ماتريس LU تجزيه
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   داريم،با توجه به معادلات
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  گزيني پيشرو جوابها بصورت زير بدست مي آيند،با حل معادلات ماتريسي بوسيله الگوريتم جاي

⎪
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با جايگذاري اين مقادير در معادلات ماتريس دوم پاسخ نهايي با يك الگوريتم جايگزيني پسرو محاسبه 
  مي گردد،
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□ 
  
   با روش حذفي گوسي بدون محورگيريLUتجزيه -2-4-1-2

مربعي همانطور كه توضيح داده شده است، هدف از روش حذفي گوسي تبديل يك ماتريس   
nnA بنابراين اگر بتوان ماتريس مربعيبه فرم بالا مثلثي است،  و ن جابجا كردن سطرها را بدو×

 به راحتي بدست خواهد U، ماتريس به فرم بالا مثلثي درآورد،بدون محورگيريستونهاي آن يعني 
سري عمليات ماتريس هاي   روش حذفي گوسي را مي توان بصورت يك مي دانيماز طرفي. آمد

kEEEمقدماتي مانند ,,, 21 K،نشان داد، بنابراين داريم   
)2-11(                  UAEEEk =12L  

   مي توان نوشت،اتي مربعي و معكوس پذير هستندماتريس هاي مقدماز آنجائيكه 
)2-12(                           LUUEEEA k == −−− 11

2
1

1 L  
11كه در آن

2
1

1
−−−= kEEEL Lمي باشديك با عناصر قطري  يك ماتريس پايين مثلثي .  co
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  32-2مثال
   را بيابيد،Aماتريس مربعي LUتجزيه
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همانند آنچه كه در روش حذفي گوسي انجام داديم سعي مي كنيم تا ماتريس مذكور را با انجام يك 
  . سري عمليات سطري به صورت بالا مثلثي در آوريم
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   بصورت زير بدست مي آيد،Uبنابراين ماتريس بالا مثلثي
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 بدست مي را 3Eو1E،2E مقدماتيريس هاي ابتدا معكوس ماتLحال براي بدست آوردن ماتريس

 و سپس با توجه به آوريم كه با توجه به خواص ماتريس هاي مقدماتي به راحتي قابل محاسبه هستند
  يم، را محاسبه مي كنLماتريس پايين مثلثي) 11-2(رابطه 
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   بصورت زير بدست مي آيد،A ماتريسLUبنابراين تجزيه
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 LUمحاسبه تجزيه براي LUfactor(A)برنامه  MATLAB با استفاده از نرم افزاردر ادامه 
   اساس الگوريتم حذفي گوسي نوشته شده است،برماتريس ها 

NA);:A(:,1 U 

end

end   

end      

)pivoting' needs algorithmerror('         

else      

NA);eye(NA,  E         

inv(E); * L  L         

A; * E  A         

j);A(j, / j)A(i,-  j)E(i,      

0 ~ j)A(j, if      

NA:1j  i for

1-NA:1  j for

NA);eye(NA,  L

NA);eye(NA,  E

   size(A,2);  NA

)LUfactor(A  U][L, function

pivoting without ionfactorizatLU  %

=

=

=

=

=

=

+=

=

=

=

=

=

  

  اجراي برنامه بصورت زير خواهد بود،
  

2-   0     0     

3     1     0     

9-    6     3     

=U 

1.0000    9.0000    1.3333-   

0         1.0000    0.6667    

0         0         1.0000    

= L

b),LUfactor(A=U][L,

10];  1  3;-4- 5  9;2- 6  [3=A
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  33-2مثال
   را در نظر بگيريد،Aماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

30163
26184
541

A  

 را به فرم بالا مثلثي A را طوري بدست آوريد كه ماتريس3Eو1E،2Eماتريس هاي مقدماتي) الف
AEEEU LUA با استفاده از آن تجزيه تبديل نمايد و=123   .  ماتريس را بدست آوريد=
1bxاه معادلات با استفاده از اين تجزيه دستگ) ب =A 2 وbx =Aرا حل نماييد .  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

12
6
6

,
6

0
6

21 bb  

  
   را با اعمال الگوريتم حذفي گوسي مي توان بدست آورد3Eو1E،2Eماتريس هاي مقدماتي) الف

   از معادلات دوم و سوم،1x مجهولذف ح-گام اول

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒→+−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒→+−

103
010
001

1540
620
541

3

100
014
001

30163
620
541

4

2331

1221

Errr

Errr

  

  
   از معادله سوم،2x حذف مجهول-گام دوم

  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒→+−

120
010
001

300
620
541

2 3332 Errr  

   بصورت زير بدست مي آيد،Uبه اين ترتيب ماتريس بالا مثلثي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→=

300
620
541

123 UUAEEE  

LUA    نيز بشكل زير قابل محاسبه است،Lماتريس پايين مثلثي=
LUUEEEAUAEEE ==→= −−− 1

3
1

2
1

1123  co
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LEEE =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−−−

123
014
001

120
010
001

103
010
001

100
014
001

1
3

1
2

1
1  

LUAلذا تجزيه    بشكل زير بدست مي آيد،=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒=

300
620
541

123
014
001

30163
26184
541

LUA  

   ماتريس بصورت زير است، براي اينLUfactorاجراي برنامه 

3    0     0     

6     2     0     

5     4     1     

=U 

1     2     3     

0     1     4     

0     0     1     

= L

)LUfactor(A=U][L,

30]; 16 26;3 18 5;4 4 [1=A

  

  
   براي حل دستگاه معادلات بصورت زير عمل مي كنيم،)ب

⎩
⎨
⎧

=
=

→=→=
yx
by

bxbx
U
L

LUA  

   را بدست مي آوريم،x و سپس مجهولyابتدا مجهول
  :1bبراي بردار

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
=

→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→=

24
24
6

6
0
6

123
014
001

3

2

1

3

2

1

1

y
y

y

y
y
y

L by  

  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=

=
→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→=

8
36

110

24
24
6

300
620
541

3

2

1

3

2

1

x
x
x

x
x
x

U yx  

2b:  coبراي بردار
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



                                                                                                                دستگاه معادلات جبري خطي :فصل دوم
                    

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

135 

10,39,112
24
24
6

300
620
541

30,18,6
12
6
6

123
014
001

321

3

2

1

321

3

2

1

2

=−==→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
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⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→=

=−==→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→=

xxx
x
x
x

U

yyy
y
y
y

L

yx

by

  

  
bxدستگاه معادلات خطي  =A با معادل bx =LU مي باشد و با حل دو معادله by \L= و 

yx \U=مي توان برنامه . ست مي آيد پاسخ بدLUsolve را بصورت زير در نظر گرفت،  

;B))'\(L\(U  x

NA);:AB(:,1 U 

end

end   

end      

)pivoting' needs algorithmerror('         

else      

NA);eye(NA,  E         

inv(E); * L  L         

AB; * E  AB         

j);AB(j, / j)AB(i,-  j)E(i,      

0 ~ j)AB(j, if      

NA:1j  i for

1-NA:1  j for

NA);eye(NA,  L

NA);eye(NA,  E

B]; [A  AB

end

 );'dimensions compatible have must Band  Aerror('   

 NA, ~ NB1 if

size(B);  NB][NB1,

   size(A,2);  NA

B)LUsolve(A,  U]L,[x, function

pivoting without ionfactorizatLU   by  bAx Solving %

=

=

=

=

=

=

=

+=

=

=

=

=

=

=

=

=

=
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  اجراي برنامه بصورت زير است،
  

10    39-   112   

= x2

b2)LUsolve(A,=x2

3     0     0     

6     2     0     

5     4     1     

=U 

1     2     3     

0     1     4     

0     0     1     

= L

8     36-   110   

= x1

b1)LUsolve(A,=U]L,[x1,

[6;6;12];=b2

[6;0;-6];=b1

30]; 16 26;3 18 5;4 4 [1=A

  

□  
  
   با روش ماتريس هاي بلوكيLUتجزيه -2-4-1-3

 استفاده از  ماتريس ها وجود داردLUبراي بدست آوردن تجزيهالگوريتم ديگري كه   
nnAاگر صورت كلي ماتريس هاي بلوكي. ماتريس هاي بلوكي است ×،Uو L را بشكل زير در نظر 

  بگيريد،

)2-13      (  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

22

1211

22212221

1211

0
,

01
,

U
Uu

U
LL

L
AA
Aa

A  

  در اينصورت داريم،

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
→=

222212212111

1211

2221

1211

ULULLu
Uu

AA
Aa

LUA  

  
co  بنابراين مي توان نوشت،
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)2-14(            

2222122122

21
11

21

1212

1111

1

ULULA

A
a

L

AU
au

=−

=

=
=

  

  
  34-2مثال

  را در نظر بگيريد Aماتريس مربعي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=
1014

352
963

A  

   ماتريس را با استفاده از روش ماتريس هاي بلوكي بدست آوريد،LUتجزيه
  
LUAگر ماتريسا     را بصورت زير بنويسيم،=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=

33

2322

131211

333231

2221

00
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001

1014
352
963

u
uu
uuu

lll
llA  

  داريم،) 13-2(و ) 12-2(با توجه به روابط

[ ]

3
4,

3
2

4
2

3
11

9,696
3

31212121
11

21

1312121212

111111

−
==→⎥
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⎤
⎢
⎣

⎡
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llLA
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uuUAU
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  ي آيد، بصورت زير بدست مA ماتريسLUبه اين ترتيب تجزيه

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

→=
− 2900

310
963

19
01
001

1014
352
963

3
4

3
2LUA  

□  
  

  35-2مثال
  را در نظر بگيريد Aماتريس مربعي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

841
441
111

A  

   ماتريس را با استفاده از روش ماتريس هاي بلوكي بدست آوريد،LUتجزيه
  

LUAاگر ماتريس   ويسيم، را بصورت زير بن=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
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⎡
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⎥
⎥
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⎣

⎡
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2322
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0

1
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841
441
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u
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uuu
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  با توجه به روابط الگوريتم بلوكي بالا داريم،
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LUAلذا تجزيه    بشكل زير بدست مي آيد،=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒=

400
330
111

111
011
001

841
441
111

LUA  

□  
  
  ي گوسي با محورگيري با روش حذفPLUتجزيه -2-4-1-4

  وجود دارد كه بتوان روش حذفي گوسي را بدونLU زماني تجزيهAماتريس مربعيبراي 
در غير اين صورت .  نياز به جابجا كردن سطرهاي ماتريس اعمال كردمحورگيري يعني بدون

اين موضوع معادل با آن است كه هيچ يك از عناصر قطري . خواهد بود امكان پذير نLUتجزيه
در چنين مواردي لازم است .  در حين انجام عمليات حذفي گوسي برابر صفر نگردندAماتريس مربعي

همانند آنچه كه در روش حذفي گوسي بيان گرديد، عمل محورگيري صورت گيرد كه در اينصورت به 
PLUAتجزيهآن     .است ماتريس جايگشت  در اينجا يكP گفته مي شود، كه ماتريس1=

  
  36-2مثال
PLUAتجزيه   . ماتريس زير را بدست آوريد=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

191720
31210
765

A  

  
 را به يك ماتريس بالا مثلثي تبديل مي نماييم و ماتريس Aبا اعمال روش حذفي گوسي ابتدا ماتريس

  مقدماتي هر مرحله را بدست مي آوريم،
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١ LU Factorization with Pivoting 
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   بصورت زير بدست مي آيد،Uبه اين ترتيب ماتريس بالا مثلثي
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   نيز بشكل زير قابل محاسبه است،Lماتريس پايين مثلثي
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PLUAلذا تجزيه    بشكل زير بدست مي آيد،=
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LUPA به فرمA براي تجزيه ماتريسlu(A) از تابع MATLABدر نرم افزار = 

 ماتريس P به ترتيب ماتريس هاي پايين و بالا مثلثي هستند وU وLاستفاده مي شود، كه در آن
bx يك ماتريس متعامد است، لذا دستگاه معادلات خطيPاز آنجائيكه. جايگشت است =A معادل 

bxبا  TPLU \)( مي باشد و با حل دو معادله= by TPL= و yx \U=پاسخ بدست مي آيد  .
  به اجراي اين دستور توجه نماييد،

1.0000    0.5000    0.2500    

0         1.0000    0.5000    

0         0         1.0000    

= L

lu(A)=P]U,[L,

19]; 17 3;20 12 7;10 6 [5=A

  co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



                                                                                                                دستگاه معادلات جبري خطي :فصل دوم
                    

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

141 

0    0     1     

0     1     0     

1     0     0     

= P

5.5000    0         0         

6.5000-   3.5000    0         

19.0000   17.0000   20.0000   

=U 

  

براي پايداري بيشتر الگوريتم، همواره سعي مي كند lu(A)  در اجراي دستورMATLABنرم افزار 
نياز به جايگشت هاي بيشتري دارد در حاليكه در  لذا .عناصر ستون ها را بصورت نزولي مرتب نمايد

  .مل جايگشت صورت مي گيردفر شدن عناصر قطري عصالگوريتم معرفي شده فقط در صورت 
□  
  

  37-2مثال
PLUAتجزيه   . ماتريس زير را بدست آوريد=
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⎡
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  .را با اعمال الگوريتم حذفي گوسي بدست مي آوريم3Eو1E،2Eابتدا ماتريس هاي مقدماتي

   از معادله دوم،1x جابجايي سطر اول با سوم و حذف مجهول-گام اول
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⎥
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⎢
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⎥
⎥
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⎢
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⎥
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⎢
⎢
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⎥
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2
1
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3
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121

Errr

Err

  

  ز معادله سوم، ا2x حذف مجهول-گام دوم
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⎥
⎥
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⎥
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2 Errr  

co  ت مي آيد، بصورت زير بدسUبه اين ترتيب ماتريس بالا مثلثي
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LUAبراي بدست آوردن تجزيه  نيز بشكل Lماتريس پايين مثلثي.  بصورت زير عمل مي كنيم=
  زير قابل محاسبه است،
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PLUAلذا تجزيه   بشكل زير بدست مي آيد، =
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LUPA به فرمA براي تجزيه ماتريسlu(A)ز دستور با استفاده ا    داريم،=

  

0    0     1     

0     1     0     

1     0     0     

= P

0.3333    0         0         

1.0000-   1.5000-   0         

4.0000    3.0000    2.0000    

=U 

1.0000    0.6667-   0         

0         1.0000    0.5000    

0         0         1.0000    

= L

lu(A)=P]U,[L,

4]; 3 1;2 0 1;1 1 [0=A
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   با استفاده از ماتريس هاي بلوكيPLUتجزيه -2-4-1-5
PLUAتجزيهالگوريتم  در را مي توان با استفاده از ماتريس هاي بلوكي نيز بيان كرد،  =

 الگوريتم را همانند قبل انجام مي دهيم و هرجا كه نياز بود عمل جابجايي سطرها را انجام اين روش
  .داده و آن را بصورت يك ماتريس جايگشت نشان مي دهيم

  
  38-2مثال
PLUAتجزيه   .  بدست آوريد زير را ماتريس=
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   را اجرا نماييم داريم،LUتجزيهصورت كلي در اين ماتريس اگر 
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  حال براي رفع اين مشكل همانند روش حذفي گوسي بايد يك عمل جايگشت انجام گيرد،
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  هيم، ادامه مي د~A را براي ماتريسLUحال تجزيه 
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PLUAلذا تجزيه    بصورت زير بدست مي آيد،=
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□  
  

  39-2مثال
PLUAتجزيه   .بدست آوريدزير را  ماتريس =
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LUAابتدا ماتريس   سيم، را بصورت زير مي نوي=
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011از آنجاييكه =a1 مي باشد، از ابتدا يك ماتريس جايگشتP،را در نظر مي گيريم   co
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   بدست مي آوريم،~A را براي ماتريسLUحال تجزيه . با اين كار سطر اول و سوم را جابجا مي نماييم
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  صفر است، لذا نياز به يك جايگشت ديگر داريم،) 1،1(عنصر 
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Aيس را براي ماترLUحال تجزيه با اينكار سطر دوم و سوم در ماتريس اصلي را جابجا مي كنيم، 
~~ 

 ادامه مي دهيم،
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LUPA به فرمA براي تجزيه ماتريسlu(A)بع از تابا استفاده    داريم، =

0    1     0     

0     0     1     

1     0     0     

= P

2.6667-   0         0         

5.0000    5.0000    0         

8.0000    9.0000    6.0000    

=U 

1.0000    0         0.3333    

0         1.0000    0         

0         0         1.0000    

= L

lu(A)=P]U,[L,

8]; 9 0;6 3 5;2 5 [0=A

  

□  
  

  LU حجم محاسبات جبري الگوريتم تجزيه-2-4-1-6
bxدستگاه معادلاتعمليات محاسباتي در حل   تعداد =A از تجزيه با استفادهLU 

  بصورت زير بدست مي آيد،

:          A ماتريسLU تجزيه-1
3

2
623

2 323 nnnn
≈−−  

22n  co:   حل دستگاه معادلات با استفاده از الگوريتم هاي جايگزيني پيشرو و پسرو-2
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  يس هازيه چالسكي ماترتج -2-4-2
 A مي باشد و زماني كاربرد دارد كه ماتريسLUتجزيه چالسكي حالت خاصي از تجزيه 

  . مورد نظر مثبت معين باشد
nnAبنابر تعريف مي توان يك ماتريس مثبت معين  را بصورت حاصلضرب دو ماتريس به ×

TLLAشكل  يك ماتريس پايين مثلثي با عناصر قطري مثبت باشد، به L تجزيه كرد، به طوريكه=
nnAس ماتري تجزيه چالسكيروش اين  ي، يكي علاوه بر حل دستگاه معادلات جبر.  گفته مي شود×

ربعات مي باشد كه در فصل هاي آتي به تجزيه چالسكي در حل مسئله حداقل ماز مهمترين كاربردهاي 
  آن مي دازيم،

 مي توان از الگوريتم حذفي گوسي و از LUبراي بدست آوردن اين تجزيه همانند تجزيه 
از بيان الگوريتم حذفي گوسي به دليل تكراري بودن مطالب . ماتريس هاي بلوكي استفاده نمود

  . اده مي شودخودداري مي شود و فقط روش ماتريس هاي بلوكي شرح د
nnAصورت كلي ماتريسهاي بلوكي    را بشكل زير در نظر بگيريد،L و×
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  كه در آن،
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=

  

  
TLLAبه اين ترتيب ماتريس مثبت معين مذكور بصورت   .تجزيه مي گردد =

  
  40-2مثال

   را بيابيد،A×33ماتريس مثبت معين  تجزيه چالسكي
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TLLAاگر ماتريس    را بصورت زير بنويسيم،=
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  داريم،گفته شده  با توجه به روابط 
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aبه اين ترتيب تجزيه چالسكي ماتريس
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A  

  
   براي بدست آوردن تجزيه چالسكي استفاده مي شود،chol(A) از دستور MATLABدر نرم افزار 

  

3    0     0     

1     3     0     

1-    3     5     

= ans

chol(A)

11]; 0 0;-5 18 5;15- 15 [25=A

  

  
  معين نباشد، پيغام خطا بصورت زير حاضر مي شود،اگر ماتريس مذكور مثبت 

definite. positive be must Matrix

chol ==> using Error ???

chol(A)

8]; 9 0;6 3 5;2 5 [0=A

  

□  
  
co   تجزيه چالسكيطي با حل دستگاه معادلات جبري خ-2-4-2-1
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nnAمثبت معينماتريس ابتدا تجزيه چالسكي      زير بدست مي آوريم،بصورت را ×
TLLA =  

  عادله دستگاه داريم، با جايگذاري در مسپس

bxbx =→=
=

T
LLA

LLA
T

  
xyبا فرض اينكه TL=،باشد داريم   

bybx
xy

=→=
=

LLL
TL

T  
  بنابراين جواب دستگاه معادلات اصلي با حل يك سري معادلات ساده بصورت زير بدست مي آيد،

)2-17(                         
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xy
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L  

  . كه در حل اين دو معادله از الگوريتم جايگزيني پيشرو و جايگزيني پسرو استفاده مي شود
  

  41-2مثال
  دستگاه معادلات زير را با استفاده از تجزيه چالسكي حل نماييد،
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 Aپس ابتدا مثبت معين بودن ماتريس. اتريس مثبت معين باشدبراي استفاده از تجزيه چالسكي بايد م

  را بررسي مي نماييم،

05
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111

,01
21
11

,01 >=>=>  

 مثبت معين است، لذا مي توان از روش تجزيه چالسكي دستگاه Aبا توجه به معيار سيلوستر ماتريس
   را بدست مي آوريم،Aي ماتريسحال تجزيه چالسك. را حل نمود
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aبنابراين تجزيه چالسكي ماتريس
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   بصورت زير حل مي كنيم،LUدستگاه معادلات حاصل را همانند تجزيه
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bx دستگاه معادلات خطي پاسخ مي توانMATLAB نرم افزار در =A را با استفاده از دستور

chol(A)،و حل دو معادله بدست آورد   co
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0.4000-   

0.6000-   

3.0000    

= x

(U'\b)\U=x

chol(A);=U

[2;1;-1];=b

7]; 2 2;1 2 1;1 1 [1=A

  

□  
  
  
   حجم محاسبات جبري الگوريتم تجزيه چالسكي-2-4-2-2

bxعمليات محاسباتي در حل دستگاه معادلات  تعداد =A با استفاده از تجزيه چالسكي 
  بصورت زير بدست مي آيد،

:   A تجزيه چالسكي ماتريس-1
3

3n محاسبات تجزيه كه تقريباً نصفLU را دارد .  

  22n:   حل دستگاه معادلات با استفاده از الگوريتم هاي جايگزيني پيشرو و پسرو-2
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  مسائل
  . جردن حل نماييد- دستگاه معادلات جبري زير را با روش حذفي گوسي و روش گوس-1 -2
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  . حل نماييده فرم سطري پلكاني در آوريد و سپس دستگاه معادلات جبري زير را ب-2-2
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  .را حل نماييد فرم سطري پلكاني كاهش يافته معادلات زير را بدست آوريد و سپس آنها -2-3
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  . سازگار و ناسازگار بودن دستگاه معادلات جبري زير را بررسي نماييد-2-4
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],,[ نشان دهيد اگر -2-5 1 nαα Kو ],,[ 1 nββ K ،جواب هاي يك دستگاه معادلات خطي باشند 

  مجموعه زير نيز يك جواب براي دستگاه معادلات مذكور خواهد بود،
])1(,,)1[( 11 nn tttt βαβα +−+− K  

co  . يك عدد صحيح استtكه در آن
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   مجهول زير باشد،n معادلهn ماتريس ضرايب سيستم همگنA اگر-2-6
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  فرم سطري پلكاني كاهش يافته آن را بيابيد و  نشان دهيد، كه پاسخ اين سيستم بصورت زير است،
α==== nxxx L21  

  
  ه معادلات زير را حل نماييد، دستگا-2-7
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  .حال جوابهايي را بيابيد كه شرايط زير را برآورده سازند
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   دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،-2-8
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  .يددستگاه معادلات را به فرم سطري پلكاني كاهش يافته در آور) الف
   دستگاه سازگار خواهد بود؟λبه ازاي چه مقاديري از) ب
  .پاسخ كلي سيستم را بدست آوريد) ج
  
  . را بدست آوريد3I و1I،2I جردن جريانهاي- در مدار الكتريكي زير با اعمال روش گوس-2-9
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  . را بيابيد4x در شبكه ترافيك يكطرفه زير حداقل مقدار-2-10

  
  
   شبكه ترافيك يكطرفه زير را در نظر بگيريد،-2-11

  
  

  .جواب كلي سيستم را بيابيد) الف
  .محدوده هر يك از متغيرها بيابيد) ب
  
 را بدست آوريد و سپس از آن براي حل سيستم A ماتريسLU در هر بخش تجزيه -2-13

bx =Aاستفاده نماييد .  co
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 را بصورت حاصلضرب سه A را در نظر بگيريد، فرض كنيد ماتريسbو بردار A ماتريس-2-14

   گفته مي شود،LDUبه اين روش تجزيه. ماتريس ساده تجزيه كرديم
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   غيرمنفرد است؟Aتحت چه شرايطي ماتريس) الف
bxبا استفاده از تجزيه بالا دستگاه معادلات ) ب =Aزير را حل كنيد .  
  
رت زير را بدست صل عباحا 2A ياA−2 ياA−1 ياA و بدون محاسبهبا استفاده از اطلاعات زير -2-15

  .  آوريد
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LUA حاصل تجزيهU وLماتريس هاي   . مي باشند=
  
  ماتريس هاي متقارن زير را در نظر بگيريد، -2-16
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لسكي مثبت معين بودن ماتريس هاي زير را بررسي نماييد و براي ماتريس هاي مثبت معين تجزيه چا
  . بررسي نماييدMATLAB در نرم افزار chol(A)نتيجه را با دستور . را بدست آوريد

  
  ك از دستگاه معادلات زير را با استفاده از تجزيه چالسكي حل نماييد، هر ي-2-17
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   دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،-2-18
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  .سازگار يا ناسازگار بودن دستگاه را بررسي نماييد
  
   را در نظر بگيريد،A ماتريس-2-19
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  . است يك ماتريس منفردA ماتريسε=0نشان دهيد به ازاي) الف

=−1 را بدست آوريد و نشان دهيدκ وA−1 مقدارε=1براي) ب AAκاست .  
bx نشان دهيد كه معادلهε=0001.0با انتخاب) ج =A براي اين  .استبد حالت  يك سيستم
]ظور جواب معادله را براي بردارنم ]T111.1=bبررسي كنيد      .    
  
 بدست k=9.14 و يكبار برايk=15 پاسخ مستقيم دستگاه معادلات زير را يكبار براي-2-20

   را بدست آوريد؟Aآيا سيستم بد حالت است؟ عدد حالت ماتريس. آوريد
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  مصل سوف
  
 
 
  

  فضاهاي برداري
   
   

  
  
  
  

  مقدمه 1- 3
معروف و پركاربرد فضاهاي برداري زير و ن و فضاهاي برداري اشاره شدهدر فصل سوم به مفهوم ميدا

 همراه با ه، پايه و بعدتقلال و وابستگي خطي بردارها، رتب چون اسمفاهيم پايه اي. معرفي مي گردند
چهار زيرفضاي اساسي سپس به معرفي .  بيان شده استMATLABمثال هاي كاربردي و دستورات 

 نحوه بدست آوردن آنها  وداخته معادلات جبري خطي پر و كاربرد آنها در تشخيص پاسخيك ماتريس
 همراه با مثال هاي  تبديل هاي خطي معرفيبهدر مبحث پاياني . بوسيله نرم افزار بيان مي شود
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   بردارييها فضا2- 3
از  2فضاي برداريو  1ميدان در مطالعه مفاهيم جبرخطي و دستگاه معادلات جبري مفهوم  
  .ه اي برخوردار است و اساس كليه تحليل هاي جبرخطي را تشكيل مي دهداهميت ويژ

  
   مفهوم ميدان-3-2-1

جموعه اي از اسكالرها است به طوريكه همراه با دو عمل جمع و ضرب شرايط ك ميدان مي
  زير را برآورده مي سازد،

ba يك اسكالر متناظرF متعلق به ميدانb وaبراي هر اسكالر -1   وجود دارد، كه مجموعF در+
aو bبسته بودن مجموعه نسبت به عمل جمع. ( ناميده مي شود(  
  وجود دارد، كه حاصلضربF درab يك اسكالر متناظرF متعلق به ميدانbوa براي هر اسكالر-2
aو bبسته بودن مجموعه نسبت به عمل ضرب. ( ناميده مي شود(  
   قوانين زير برقرار مي باشند،F متعلق به ميدانc وa،b براي هر اسكالر -3

  قوانين جابجايي پذيري 
  شركت پذيري قوانين 

  قوانين توزيع پذيري 
  عضو خنثي در عمل جمع
  عضو خنثي در عمل ضرب

  عضو معكوس در عمل جمع
  عضو معكوس در عمل ضرب

  
  1-3مثال

  ،با دو عمل جمع و ضرب معمولي تشكيل يك ميدان مي دهندمجموعه هاي زير 
  ، ℜ)( اعداد حقيقي مجموعه-1
   C)(طاعداد مختل مجموعه -2
   Q)(اعداد گويا مجموعه -3

ل يك ميدان نمي دهد زيرا  با قواعد جمع و ضرب معمولي تشكيZ)(ليكن مجموعه اعداد صحيح
  .  را برآورده نمي سازدشرط هفتم
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   فضاي برداري-3-2-2
، مجموعه اي از بردارها است كه با دو عمل F بر روي ميدانVمانندرداري  فضاي بيك

  جمع و ضرب شرايط زير را برآورده مي سازد،
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  . گويند1اندازه دار فضاي ،فضايي را كه مجهز به نُرم باشد
  

  2-3مثال
  داري هستند،هاي زير نمونه هايي از فضاهاي برمجموعه 

  ،اعداد حقيقيبه روي ميدان ) تايي حقيقيnبردارهاي (nℜ مجموعه -
  ،بر روي ميدان اعداد حقيقي )  با عناصر حقيقي×nnماتريس هاي (ℜ×nnM)( مجموعه-
  ،لط بر روي ميدان اعداد مختلط مخت×nn مجموعه ماتريس هاي متقارن-
01 به فرمn چند جمله اي هاي مرتبهℜnP)( مجموعه-

1
1 αααα ++++ −
− xxx n

n
n

n L بر 
  ،روي ميدان اعداد حقيقي

□  
  

  3-3مثال 
]تايي به شكل n كه شامل تمام بردارهايnℜمجموعه ثابت كنيد  ]nuu ,,1 L=u بر روي ، است

  .  تشكيل يك فضاي برداري مي دهندℜميدان 
    

   داريم،ℜ∈cو  nℜ درv وu براي بررسي شرط اول و دوم براي هر بردار-
],,[,],,[ 111 nnn cucucvuvu KK =++=+ uvu  

ncهمانطور كه مشخص است ℜ∈uو nℜ∈+ vuمي باشند  .  

                                                 
١ Metric 
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   براي بررسي شرط سوم و چهارم مي توان نوشت،-
uvvu +=++=++=+ ],,[],,[ 1111 nnnn uvuvvuvu KK  
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  .از اين رو شرط سوم و چهارم نيز برآورده مي شود
]0,,0[ براي بررسي شرط پنجم و ششم يك بردار صفر بصورت - K=0،در نظر مي گيريم   
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    .همانطور كه پيداست اين شرايط نيز صدق مي كنند
   براي بررسي شرايط هفتم، هشتم و نهم بصورت زير مي توان عمل كرد،-
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  و
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  و
uu ==== ],,[]1,,1[],,[11 111 nnn uuuuuu KKK  

 كه شامل تمام nℜراين با برآورده شدن شرايط هفتم، هشتم و نهم مشخص مي شود كه مجموعه بناب
]تايي به شكل nبردارهاي ]nuu ,,1 L=u مي باشد، بر روي ميدان ℜ تشكيل يك فضاي برداري 
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  4-3مثال
 هايي است كه به فرم زير مي باشد، بر روي  كه شامل تمام چند جمله ايkPمجموعهثابت كنيد 

Nk( تشكيل يك فضاي برداري مي دهد ℜميدان ℜ∈kppp و ∋ ,,, 10 K.(  
k

k xpxppxp +++= L10)(  
  

   را در نظر مي گيريم،ℜ∈c وkP براي بررسي شرط اول و دوم، دو چندجمله اي متعلق به مجموعه-
k
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k
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kPxqxpبديهي است كه ∈+ kPxcp و)()(   . مي باشد)(∋
    

   براي بررسي شرط سوم و چهارم داريم،-
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  .لذا شرايط سوم و چهارم نيز برقرار هستند
  

kxx براي بررسي شرط پنجم و ششم چندجمله اي صفر را بصورت - 000 +++= L0 در نظر 
co  مي گيريم،
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  .از اين رو شرايط پنجم و ششم نيز برقرار مي باشند
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 ℜ بر روي ميدانkPبا برآورده شدن شرايط هفتم، هشتم و نهم، مي توان نتيجه گرفت كه مجموعه

  . دتشكيل يك فضاي برداري مي ده
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  5-3مثال
22)(اگر ℜΜ  با عناصر حقيقي باشد، نشان دهيد، اين مجموعه ×22  مجموعه تمامي ماتريس هاي ×

همراه با عمليات جمع ماتريس ها و ضرب اعداد حقيقي در ماتريس ها تشكيل يك فضاي برداري بر 
  .روي ميدان اعداد حقيقي مي دهد
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22)(لذا  ℜΜ  همراه با عمليات جمع ماتريس ها و ضرب اعداد حقيقي در ماتريس ها تشكيل يك ×

  . حقيقي مي دهدفضاي برداري بر روي ميدان اعداد
□  
  

  6-3مثال
  فضاي برداري نيستند،مجموعه هاي زير 

  
 ا جمع دو ماتريس يك فضاي برداري نيست، زير مختلط غيرمنفرد×22 مجموعه ماتريس هاي-

  .غيرمنفرد ممكن است ماتريسي منفرد باشد
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  ول صفحه مختصات، مجموعه بردارهاي دوتايي در ربع ا-

  
  6-3 مربوط به مثال -)1-3(شكل

  براي اين منظور كافي است كه يك مثال نقض بياوريم،
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  برداري زير فضاي  -3-2-3
 V يك زير مجموعه غير تهي ازS و F يك فضاي برداري بر روي ميدانVفرض كنيم  

   مي نامند هرگاه، V از1زير فضا را يك S.باشد

SaFaS
SS

∈→∈∀∈∀
∈+→∈∀

ss
tsts

,.2
,.1 )3-1                                                            (  

  . مي باشدC به روي ميدانnC يك زيرفضا از فضاي برداريnℜبطور مثال فضاي برداري
)nℜفضاي nدي اقليدسي و بعnCفضاي nبعدي اقليدسي مختلط مي باشند (.  
  

  7-3مثال
 هر خط راستي كه از مبدأ عبور كند، يك زير فضاي 2ℜنشان دهيد، در فضاي برداري دو بعدي

  ، است2ℜبرداري از
{ }0:),( 2 =+ℜ∈= byaxyxS  

  
    

  
  
  
  
  
  
  
  

   خطي كه از مبدا مختصات مي گذرد-) 2-3(شكل
  را بررسي كنيم،) 1-3(براي بررسي بايد برقراري شرايط 
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Svyuxبنابراين نتيجه مي گيريم كه  ∈++   . مي باشد و شرط اول بر قرار است),(
0)()(0),( =+→=+→∈ cybcxabyaxSyx  

Scycxyxcاز اين رو ∈= و هر خط راستي كه از مبدأ  مي باشد و شرط دوم نيز برقرار است ),(),(
        . مي باشد2ℜعبور كند، يك زير فضاي برداري از

□  
                                                 
١ Subspace 
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  8-3مثال
 2ℜ برداري از هر خط راستي كه از مبدأ عبور نكند، يك زير فضاي2ℜآيا در فضاي برداري دو بعدي

  است؟
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   نمي باشد                                                  2ℜراستي كه از مبدأ عبور نكند، يك زير فضاي برداري از

□  
  

  9-3مثال
22)( يك زير فضا ازSآيا مجموعه ℜΜ    مي باشد؟×

  
                         تمامي ماتريس ها به فرم                    

  براي زير فضا بودن باشد شرايط زير را داشته باشد،
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زير يك از آنجاييكه شرط اول را برآورده نمي كند، لذا نيازي به بررسي شرط دوم نيست و اين مجموعه 
22)(فضا براي ℜΜ   . نيست×
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  ماتريسيك  زيرفضاي ستون هاي -3-2-3-1
 يك 1زيرفضاي ستون هايي مهم و پركاربرد در مباحث جبر خطي هايكي از زيرفضا  

 كه با  است مذكورفضا مجموعه اي از تركيبهاي خطي ستون هاي ماتريسزيراين . ماتريس است
ستوني  و همواره زيرفضايي از فضاي برداريي است كه بردارهاي  نمايش داده مي شودAC)(نماد

  . ماتريس مذكور به آن تعلق دارند
)3-2  ([ ] { }nnnnm ACA aaaaaa ααα +++=→=× LL 221121 )(  

يكي از مهمترين كاربردهاي اين زيرفضا در بدست آوردن مجموعه جواب دستگاه معادلات جبري خطي 
  .است

  
nvvvاگر بردارهاي: 1نكته ,,, 21 Kمتعلق به فضاي برداري Vگاه كليه تركيبهاي خطي اين  باشد، آن

  .  مي باشدVبردارها يك زيرفضاي برداري از
  

  10 -3مثال
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  حال شرط دوم را بررسي مي نماييم،. لذا شرط اول برقرار است
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  . است3ℜ يك زيرفضا از فضاي برداريAC)(بنابراين
□  
  

  11-3مثال
bx دستگاه معادلاتbبه ازاي چه مقاديري از بردار =Aد؟ جواب دار  
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 را بصورت تركيب خطي از ستون bابتدا بردار.  مجموعه جواب دستگاه مي باشدهدف بدست آوردن
   نمايش مي دهيم،Aهاي ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3

2

1

21

1
3
3

4
2
1

b
b
b

xx  

  
bxلذا دستگاه معادلات =Aاب دارد كه بردار زماني جوb را بتوان بصورت تركيب خطي از ستون 

 سازگار باشد و bيعني بايد دستگاه معادلات مذكور به ازاي آن بردار.  نمايش دادAهاي ماتريس
 آورده )1-3( در شكلAC)(نمايش هندسي زيرفضاي . باشدAC∈b)(لازمه اين كار آن است كه

 است كه از 3ℜ صفحه اي در فضاي برداريAبه لحاظ هندسي فضاي ستون هاي ماتريس. شده است
 كه درون bدد، لذا تمامي بردارهايي مانند را شامل گرAمبدا عبور كرده و بردار ستون هاي ماتريس

 هستند و  مي توان آنها را بصورت تركيب Aاين صفحه قرار دارند جزء فضاي ستون هاي ماتريس
bx نمايش داد و براي اين بردارها دستگاه معادلاتAخطي از ستون هاي ماتريس =A سازگار است 

 طوري انتخاب شود كه خارج از اين صفحه قرار گيرد، دستگاه bاگر بردار . و جواب دارد
bxمعادلات =Aناسازگار بوده و جواب ندارد .  co
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   A ستون هاي ماتريسنمايش هندسي زيرفضاي  -) 4-3(شكل
□  
  

  12-3مثال
   را در نظر بگيريد،2b و1b و بردارهايAماتريس
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1)(لذا  AC∈b  1ي توان بردارموbرا بصورت تركيب خطي از ستون هاي ماتريس A ،نمايش داد   
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2bxحال دستگاه معادلات =Aو جواب معادلات ناسازگار استر نظر مي گيريم، اين دستگاه  را د 
  ندارد،
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2)(لذا  AC∉b 2ي توان بردارمو نbرا بصورت تركيب خطي از ستون هاي ماتريس Aنمايش داد .   
□  
  

  13-3مثال
  .تريس هاي زير را بدست آوريدفضاي ستون هاي ما
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ممكن ستون هاي خطي  بوده و شامل تمامي تركيب3ℜ زير فضايي ازAفضاي ستون هاي ماتريس
  . استAهاي ماتريس
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 وابسته خطي هستند، لذا مي توان نمايش فضاي ستون هاي A هاي ماتريسستوناز آنجاييكه 
   را بصورت زير خلاصه كرد،Aماتريس
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)(AC3ري خطي است در فضاي برداℜكه شامل بردار 
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  .ها خواهد بودx است، كه همان محور
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مكن ستون مهاي خطي  بوده و شامل تمامي تركيب3ℜ زير فضايي ازAفضاي ستون هاي ماتريس
 را مي توان AC)( مستقل خطي هستند، Aستون هاي ماتريساز آنجاييكه .  استAهاي ماتريس
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)(AC3در  صفحه ايℜاست كه شامل دو بردار 
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 خطي آن دو است، هايو تمامي تركيب 

  . خواهد بودxyكه همان صفحه
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ممكن ستون هاي خطي  بوده و شامل تمامي تركيب2ℜ زير فضايي ازAفضاي ستون هاي ماتريس
  .  استAهاي ماتريس
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 وابسته خطي هستند، مي توان نمايش فضاي ستون هاي Aستون اول و دوم ماتريساز آنجاييكه 

   را بصورت زير خلاصه كرد،Aماتريس
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)(AC2در  صفحه ايℜاست كه توسط دو بردار  ⎥
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اسپن مي شود كه در واقع تمامي  

  . خواهد بود2ℜفضاي
□  
  
   مفهوم اسپن-3-2-4

}اگر   }nS vvv ,,, 21 K= از بردارها در فضاي برداري ايمجموعه Vو W مجموعه كليه 
nvvvتركيبهاي خطي از بردارهاي ,,, 21 Kباشد، در اينصورت W از بردارهاي 1اسپن يك 

nvvv ,,, 21 Kكه  بصورت زير نمايش داده مي شود، است ،  

                                                 
١ Span 
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nvvvهمچنين مي توان گفت، كه بردارهاي ,,, 21 Kزير فضاي Wرا اسپن مي كنند .  

  
 بردارهاي ستوني آن زيرفضاي ستون هاي يك ماتريس فضايي است كه توسط يا همان AC)(: 1نكته

  . ماتريس اسپن مي شود
  

  14-3مثال

سه بردارد نشان دهي
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kji3 فضاي برداريℜرا اسپن مي كنند  .  

  ،اين بردارها به شكل زير بدست مي آيديك تركيب خطي از 
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}بنابراين }kj,i,sp3مي بردارهاي متعلق به فضاي برداري تماℜاست كه به شكل 
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 باشند، كه 

  . را شامل مي شود3ℜكليه فضاي برداري
□  
  

  15-3مثال
  . را اسپن مي كنند3ℜبررسي كنيد كه آيا بردارهاي زير فضاي برداري
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  يك تركيب خطي از اين دو بردار به شكل زير مي باشد،
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  ،فرم ماتريسي اين دستگاه معادلات بصورت زير مي باشد
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حال بايد بررسي كنيم كه اين دستگاه معادلات سازگار است يا ناسازگار، براي اين منظور بايد ماتريس 

A0 غير منفرد باشد، يعني≠A1از آنجائيكه .  باشد=A ،ار دلخواهبنابراين، براي هر برد استr 
wvuلذا، بردارهاي. مي توان يك جواب پيدا كرد   . را اسپن مي كنند3ℜ فضاي برداري,,
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  يك تركيب خطي از اين دو بردار به شكل زير مي باشد،
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 در نظر بگيريم، فرم ماتريسي دستگاه معادلات حاصل به شكل زير rه مانند حالت قبل يك برداراگر ب

  خواهد بود،
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لذا، .  مي باشد، لذا اين دستگاه معادلات مذكور يك جواب منحصربفرد نداردA=0از آنجائيكه
 وجود دارند، كه نمي توان آنها را بصورت تركيب خطي از بردارهاي 3ℜدر فضاي برداريبردارهايي 

wvu   . را اسپن نمي كنند3ℜ فضاي برداري  مذكور نوشت، پس بردارهاي,,
□  co
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   استقلال خطي و وابستگي خطي بردارها-3-2-5
nuuuبردارهاي   ,,, 21 K گويند، اگر معادله اي به شكل زير،1مستقل خطي را   

)3-4(              02211 =+++ nnccc uuu K  
ncccكه در آن ,,, 21 K021 اسكالرهاي ثابتي هستند، فقط به ازاي شرط ==== nccc K برقرار 

nuuuدر غير اينصورت بردارهاي. باشد ,,, 21 K گويند2وابسته خطي را .  
  

nuuuاگر بردارهاي :1نكته ,,, 21 K121 مستقل خطي بوده ولي بردارهاي ,,, +nuuu K وابسته 
nuuu را بصورت يك تركيب خطي از بردارهايnu+1خطي باشند، در اينصورت مي توان ,,, 21 K 

  .بيان كرد
nuuuشرط لازم و كافي براي مستقل خطي بودن بردارهاي: 2نكته ,,, 21 Kكه هر يك داراي n تا

  .مخالف صفر باشد ،تعريف حاصل از ×nnعنصر هستند، آن است كه دترمينان ماتريس ضرايب
  

  16-3مثال
  .را بررسي كنيداستقلال خطي يا وابستگي خطي بردارهاي زير 
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  داريم،تعريف با توجه به 
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   به شكل زير مي باشد، و فرم سطري پلكاني كاهش يافته آندستگاه معادلات مربوطه
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ي توان برحسب اين متغير آزاد  آزاد است و بقيه متغيرها را م3cبا توجه به محل عناصر محوري متغير
  نوشت،

0,2 231 == ccc  
21همچنين عناصر محوري نشان مي دهند كه بردارهاي ,uu3 مستقل خطي و بردارu به آنها وابسته 

321بردارهايپس در مجموع . است ,, uuuوابسته خطي مي باشند .  
                                                 
١ Linear Independent 
٢ Linear Dependent 
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 براي تشخيص استقلال rref(A) = [R,p] مي توان از دستور MATLABم افزار در نر
 برداري است كه محل pفرم سطري پلكاني كاهش يافته و  R در اينجا .خطي بردارها استفاده نمود

  .عناصر محوري و به عبارتي بردارهاي مستقل خطي را نشان مي دهد

2     1     

= p

0     1     0     

2-    0     1     

= R

u3]) u2 rref([u1=p][R,

[4;-2];=u3

[-1;-3];=u2

[-2;1];=u1

  

  
21 نشان مي دهد كه pبردار فرم سطري پلكاني كاهش يافته را نشان مي دهد و Rماتريس  ,uu 

  . به آنها وابسته است3uمستقل خطي و بردار
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  داريم،با توجه به تعريف 
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  فرم ماتريس افزوده و سطري پلكاني كاهش يافته آن را بدست مي آوريم،
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0321براي حل اين معادلات تنها جواب ممكن جواب بديهي === ccc مي باشد و با توجه به محل 
321بردارهاي عناصر محوري  ,, uuuمستقل خطي هستند .  co
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

3     

= ans

length(p)

3     2     1     

= p

0     0     0     

1     0     0     

0     1     0     

0     0     1     

= R

u3]) u2 rref([u1=p][R,

];[1;1;-2;-2=u3

;[-1;3;4;2]=u2

];[1;-2;3;-4=u1

  

321 نشان مي دهد كه pبردار ,, uuuاگر تعداد بردارهاي داده شده زياد باشد .  مستقل خطي هستند
 مستقيماً تعداد length(p)شد دستور و فقط محاسبه تعداد بردارهاي مستقل خطي مد نظر با

  .بردارهاي مستقل خطي را نشان مي دهد
□  
  
  17-3ثالم

   بردارهاي زير مستقل خطي هستند؟λبه ازاي چه مقداري از

) الف
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  براي بردارهاي داده شده شرط استقلال خطي را بررسي مي نماييم،
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دستگاه معادلات حاصل بصورت زير بدست مي آيد، كه براي مستقل خطي بودن دترمينان ماتريس 
co  ضرايب بايد مخالف صفر باشد،
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  . باشدλ≠2 وλ≠−1لذا براي مستقل خطي بودن بايد
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  شرط استقلال خطي را بررسي مي نماييم،
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  دستگاه معادلات حاصل بصورت زير بدست مي آيد، 

λ
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در اين حالت براي مستقل خطي بودن بايد
2
1−

≠λباشد .  
□  
  
  در فضاي برداري   و بعد مفهوم پايه-3-2-6

nuuu، مجموعه بردارهايVري ماننددر يك فضاي بردا   ,,, 21 K مي 1پايه تشكيل يك 
  دهند، اگر دو شرط زير را داشته باشند،

}  آن فضاي برداري را اسپن كنند،-1 }nV uuu ,,,sp 21 K=    
nuuu بردارهاي-2 ,,, 21 Kمستقل خطي باشند .  

 آن فضا مي نامند و با نماد 2بعد را V در يك فضاي برداري مانندتعداد بردارهاي پايه
)dim(Vعد يك فضا برابر با حداكثر تعداد بردارهاي مستقل خطي در آن  . نشان مي دهندبه عبارتي ب

  .  عدد مي باشدnردارهاي مستقل خطي بعدي حداكثر بnفضا است، بنابراين در يك فضاي
  

 را مي توان به V هر مجموعه بردارهاي مستقل خطي درV بعدي مانندn در فضاي برداري:1نكته
  .يك پايه تبديل كرد

                                                 
١ Basis 
٢ Dimension 
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neeeبردارهاي واحد: 2نكته ,,, 21 Kبراي فضاي برداري nℜ پايه  تشكيل يك پايه مي دهند و به آن
  . گفته مي شودnℜ براي1استاندارد
]1,,0,0[,],0,,1,0[],0,,0,1[ 21 KLKK === neee  

   را مي توان بصورت زير نمايش داد،nℜلذا فضاي برداري
{ }n

n sp eee ,,, 21 K=ℜ  
nppppبردارهاي: 3نكته ,,,, 210 Kبراي فضاي برداري nP) چند جمله اي هاي با درجهn يا 
  .تشكيل پايه استاندارد مي دهند) كمتر

n
n xxx ==== pppp ,,,1, 2

210 K  
  ش داد، را مي توان بصورت زير نمايnPلذا فضاي برداري

{ }n
n xxxspP ,,,,1 2 K=  

 مي 2بعد متناهي شامل تعداد محدودي بردار پايه باشد، آن را فضا  با  V اگر فضاي برداري:4نكته
  .  مي گوييم3بعد نامتناهيناميم در غير اينصورت به آن فضا با  

  
  18-3مثال

  .  تشكيل يك پايه مي دهند3ℜ برداريبررسي نماييد كه آيا بردارهاي زير براي فضاي
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  براي اين منظور دو شرط ذكر شده در تعريف پايه را بررسي مي كنيم، 
 بايد يك تركيب خطي از اين بردارها بنويسيم و آن را معادل با 3ℜ براي اسپن كردن فضاي برداري-1

],,[بردار ماننديك  321 rrr=r،قرار مي دهيم   
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  فرم ماتريسي دستگاه معادلات حاصل بصورت زير مي باشد،
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١ Standard Basis 
٢ Finite Dimension 
٣ Infinite Dimension 
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چود سيستم مربعي است، شرط وجود جواب آن است كه دترمينان ماتريس ضرايب مخالف صفر باشد و 
10−=A 321ردارهايجواب دارد و ب است، لذا دستگاه همواره ,, uuu 3فضاي برداريℜ را اسپن 

  .مي كنند
  
321 براي بررسي مستقل خطي بودن بردارهاي -2 ,, uuu استفاده مي كنيم، از تعريف استقلال خطي  
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  يسي حاصل به صورت زير مي باشد،معادلات ماتر
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)10(از آنجائيكه دترمينان ماتريس ضرايب مخالف صفر است −=A321، بردارهاي ,, uuu مستقل 
   مي توان نوشت،لذا. مي دهندتشكيل يك دسته بردار پايه  3ℜبراي فضاي برداري لذا ،هستندخطي 
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  19-3مثال
  .  تشكيل يك پايه مي دهند3ℜبررسي نماييد كه آيا بردارهاي زير براي فضاي برداري
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  براي اين منظور دو شرط ذكر شده در تعريف پايه را بررسي مي كنيم، 
],,[ر دلخواه مانندا بايد هر برد3ℜي برداري براي اسپن كردن فضا-1 321 rrr=r را بتوان بصورت 

  چهار بردار نمايش داد، تركيب خطي از اين 
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co  فرم ماتريسي و ماتريس افزوده دستگاه معادلات حاصل بصورت زير مي باشد،
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  ماتريس افزوده و سطري پلكاني كاهش يافته آن به شكل زير بدست مي آيد،فرم 
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4c3بنابراين اين چهار بردار فضاي برداري.  متغير آزاد است و دستگاه معادلات بيشمار جواب داردℜ 
  . را اسپن مي كنند

  
  

4321بردارهاي ي مستقل خطي بودن  براي بررس-2 ,,, uuuu،از تعريف آن استفاده مي كنيم   
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   سطري پلكاني كاهش يافته حاصل به صورت زير مي باشد،فرم ماتريس افزوده و
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4321 معادلات بيشمار جواب دارد، بردارهاي متغير آزاد است و دستگاه4cاز آنجاييكه ,,, uuuu 
  . تشكيل پايه بدهند3ℜمستقل خطي نيستند و نمي توانند براي فضاي برداري

□  
  

  20-3مثال
  كداميك از دسته بردارها و مجموعه هاي زير براي فضاي برداري مورد نظر تشكيل يك پايه مي دهند؟
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  ابتدا شرط استقلال خطي را بررسي مي نماييم،
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321لذا بردارهاي  ,, vvv3 مستقل خطي نيستند و نمي توانند براي فضاي برداريℜ  تشكيل پايه
  دهند،
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21 +=+=−= xxxx ppp )  فضاي برداريkP(  
  

  ابتدا شرط استقلال خطي را بررسي مي نماييم،
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321بنابراين چندجمله اي هاي  ,, pppدن فضاي برداريحال شرط اسپن كر.  مستقل خطي هستند 
2P،را بررسي مي كنيم   
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32لذا هر چندجمله اي مرتبه دوم بصورت
2

1 rxrxr  را مي توان بصورت تركيب خطي از ++
321چندجمله اي هاي ,, ppp321 نوشت، پس چندجمله اي هاي ,, ppp 2 براي فضاي برداريP 

   لذا مي توان نوشت،.تشكيل پايه مي دهند
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  ابتدا شرط استقلال خطي را بررسي مي نماييم،

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+++++

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

00
00

11
11

01
11

00
11

00
01

443

4324321

4321

ccc
ccccccc

cccc 0

  
  

01

1000
1100
1110
1111

0
0

0
0

4

43

432

4321

≠=→

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=+

=++
=+++

c
cc

ccc
cccc

  

 را بررسي Μ×22حال شرط اسپن كردن فضاي برداري. لذا عناصر اين مجموعه مستقل خطي هستند
  مي كنيم،
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ايش داد، لذا اين را مي توان بصورت تركيب خطي از اين چهار ماتريس نم×22بنابراين هر ماتريس

   لذا مي توان نوشت،.تشكيل پايه مي دهندΜ×22مجموعه ماتريس ها براي فضاي برداري 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=× 11

11
,

01
11

,
00
11

,
00
01

22 spM  

□  
  co

nt
ro

len
gin

ee
rs

.ir



                                              فضاهاي برداري:  سوم فصل                                                                                                                       

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

184 

  در فضاي برداري  تغيير پايه -3-2-7
 بردار مستقل خطي مي تواند nعه از هر مجموV بعدي مانندnدر يك فضاي برداري

، ولي نمايش هر بردار توسط اين  لذا بردارهاي پايه منحصر بفرد نيستند.تشكيل يك پايه بدهد
جا نشان مي دهيم كه مي توان ارتباط بين اين پايه ها را در ندر اي. بردارهاي پايه منحصربفرد است
  . دادقالب يك ماتريس تبديل نمايش
neeeفرض كنيد بردارهاي ,,, 21 Kو بردارهاي nvvv ,,, 21 K دو دسته بردارهاي پايه 

 دو  را بهuدر اينصورت يك بردار متعلق به اين فضا مانند.  باشندV بعدي مانندnبراي فضاي برداري
  صورت زير مي توان نمايش داد،

  
nnnn cccbbb vvveeeu +++=+++= LL 22112211  

ncccكه در آن ,,, 21 Kو nbbb ,,, 21 K اسكالرهاي متناسب با پايه هاي مربوطه مي باشند كه 
اين اسكالرها .  شود نسبت به هر پايه گفته ميuمقاديري منحصر بفرد هستند و به آنها مختصات بردار

  را مي توان بصورت بردارهاي زير نمايش داد،
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  به اين ترتيب داريم،
cvvvbeee ][][ 2121 nn KK =  

 اسكالرهاي ا به عبارتي ارتباطي بينبا پايه هاي مختلف ي ارتباطي بين اين دو نمايش حال مي خواهيم
neeeي اين منظور بردارهاي پايه برا. متناسب با اين پايه ها پيدا كنيم ,,, 21 K  را بصورت يك تركيب 

nvvv خطي از بردارهاي پايه ,,, 21 K،مي نويسيم   
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  كه نمايش ماتريسي آن بصورت زير خواهد بود،
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   در نظر مي گيريم،Kماتريس ضرايب حاصل را
Knn ][][ 2121 vvveee KK =  

  حال با جايگذاري در رابطه قبل روابط زير بدست مي آيد،
cvvvbvvv ][][ 2121 nn K KK =  

)3-6(      cbcb 1−=→= KK  
ncccبه اين ترتيب ارتباط بين ضرايب ,,, 21 Kو nbbb ,,, 21 Kيس بدست مي آيد،  در قالب يك ماتر

neeeاز پايه هايماتريس تبديل ضرايب كه به آن  ,,, 21 Kبه nvvv ,,, 21 Kلذا اگر .  گويند
نمايش يك بردار برحسب يك مجموعه از پايه ها معلوم باشد، نمايش همان بردار برحسب پايه ديگر را 

رابطه بين ماتريس تبديل و بردارهاي پايه داده شده  با توجه به .مي توان از معادلات بالا بدست آورد
   جردن استفاده نمود،- مي توان از روش گوسKبراي بدست آوردن ماتريس تبديل

[ ]KInn ⇒][ 2121 eeevvv LK  
  

 به منظور بدست آوردن ماتريس MATLAB در نرم افزار basistransferبر اين اساس برنامه 
  بين پايه ها نوشت شده است،تبديل ضرايب 
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T]); rref([S  K

end

)dimension' same the of be must Matriceserror('
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S) fer(T,basistrans  K function

S basis to T basis from  matrix transition a is K %

++=

=

==

=

=

=

  

  
  21-3مثال

321مجموعه بردارهاي ,, eee321 و ,, vvv3 در فضاي برداريℜتشكيل دو دسته پايه را مي دهند  .  
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321ديل متناظر براي تغيير از پايهماتريس تب) الف ,, vvv321 به پايه ,, eeeرا بيابيد .  
321براي اين منظور ابتدا هر يك از بردارهاي  ,, vvv را بصورت  يك  تركيب خطي از بردارهاي 

321 ,, eee،مي نويسيم    

3213

3212

3211

)1()0()3(]1,0,3[
)2()1()0(]2,1,0[
)1()1()1(]1,1,1[

eeev
eeev
eeev

−++=−=
++==
+−+=−=

  

  بنابراين ماتريس تبديل متناظر بصورت زير بدست مي آيد،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

121
011
301

1K  

321از آنجائيكه بردارهاي ,, eee3 بردارهاي پايه استاندارد براي فضاي برداريℜ مي باشند، بنابراين 
321ت همان بردارهايستون هاي ماتريس تبديل در اين حال ,, vvvمي باشند .  

  

321ماتريس تبديل متناظر براي تغيير از پايه) ب ,, eee321 به پايه ,, vvvرا بيابيد .  
321براي اين منظور اين بار بردارهاي ,, eee321 را بصورت تركيب خطي از بردارهاي ,, vvv مي 

  نويسيم،

310
1
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3
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2

310
3

210
1

110
1

1

)()()(]1,0,0[
)()()(]0,1,0[
)()()(]0,0,1[

vvve
vvve
vvve

−

−
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  اين بار ماتريس تبديل متناظر بصورت زير بدست مي آيد،
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2K  

1همانطور كه مشاهده مي شود
12 )( −= KKمي باشد .  

  

ورت بصV در پايهuنمايش ضرايب بردار) ج
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V[u]است، نمايش آن را در پايه Eبيابيد .  

  
321 را برحسب پايه هايuابتدا بايد بردار ,, vvv،بنويسيم   co
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   را داريم، بنابراين،E به پايهVس تبديل ضرايب از پايهماتري) الف(با توجه به قسمت 
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   بصورت زير خواهد بود،E در پايهuلذا نمايش بردار
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321براي تغيير از پايه basistransfer اجراي برنامه ,, vvv321 به پايه ,, eee،بصورت زير مي باشد   

1-   2     1     

0     1     1-    

3     0     1     

= K1

S) fer(T,basistrans = K1

e3]; e2 [e1=S

v3]; v2 [v1=T

[3;0;-1];=v3  [0;1;2];=v2  [1;-1;1];=v1

[0;0;1];=e3  [0;1;0];=e2  [1;0;0];=e1

  

321براي تغيير از پايهاجراي برنامه  ,, eee321 به پايه ,, vvv،بصورت زير مي باشد   

0.1000-   0.2000    0.3000    

0.3000    0.4000    0.1000    

0.3000    0.6000-   0.1000    

= K2

S) fer(T,basistrans = K2

v3]; v2 [v1=S

e3]; e2 [e1=T

  

 بصورت اول در پايهuحال اگر بردار
⎥
⎥
⎥
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V[u]1 باشد، با استفاده از ماتريس تبديلK مي توان 

co  تبديل يافته آن برحسب پايه هاي دوم بدست آورد،
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0     

5     

10    

= ue

uv*K1=ue

[-2;3;4];=uv

  

□  
  

  22-3مثال
  نظر بگيريد، در 3ℜبردارهاي مستقل خطي زير را در فضاي سه بعدي
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321يك پايه بديهي براي اين فضا پايه هاي استاندارد ,, eee،مي باشند   
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321 eee  

32121مي دانيم كه مجموعه بردارهاي , eeeuu  را مي 3eبنابراين بردار.  وابسته خطي مي باشند,,,
  وان بصورت يك تركيب خطي از بقيه بردارها نوشت، ت
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2121 بردارهايحال ,eeuu  يك تركيب  را بصورت2e بردار در اين مجموعه نيز.  را در نظر مي گيريم,,
   مي نويسيم،خطي از بقيه بردارها
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121هاي باقي ماندهلذا بردار euu   پس. مي دهند3ℜ مستقل خطي بوده و تشكيل پايه براي فضاي,,
  مي توان نوشت،
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   23-3مثال

321 هاي استاندارد تحت بردارهاي پايهuبردار ,, eeeبصورت [ ]
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⎥
⎥
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eu نمايش داده مي شود.  
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321 eeeuu e  

  
321نمايش آن را تحت پايه هاي )الف ,, vvvبدست آوريد .    
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32 vvv1  

321 تحت پايه هايuنمايش ,, vvv،بصورت زير بدست مي آيد  
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321332211 cccccc vvvuu e  

  حال دستگاه معادلات مربوطه را بدست مي آوريم،
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321 تحت پايه هايuنمايشلذا  ,, vvv،بصورت زير خواهد بود  
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321ماتريس تبديل ضرايب از پايه هاي) ب ,, eee321ي به پايه ها ,, vvvرا بدست آوريد .  

321ارهايابتدا برد ,, eee321 را بصورت تركيب خطي از بردارهاي ,, vvv،مي نويسيم   
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  مورد نظر بدست مي آيد،با حل هر يك از اين دستگاه معادلات ضرايب 

5.0,5.0,0
5.0,0,5.0
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  حال مي توان نوشت،
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  ماتريس تبديل متناظر بصورت زير بدست مي آيد،
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321 برحسب پايه هايuمي توان نشان داد كه اگر اين ماتريس را در ضرايب نمايش ,, eee ضرب 

321 برحسب پايه هاي uكنيم، ضرايب نمايش ,, vvv،بدست مي آيد   

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

5.2
2
5.1

vu   و    [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

3
2
1

eu→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

5.2
2
5.1

3
2
1

5.05.00
5.005.0

05.05.0
  

   .بدست آمد) الف(جواب همان ضرايبي است كه در قسمت 
  

321 ماتريس تبديل از پايه هايbasistransferامه با استفاده از برن ,, eee321 به ,, vvv را محاسبه 
321 تحت پايه هايuمي كنيم، سپس نمايش ,, vvvرا بدست مي آوريم   
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1.5000    

=uv 

ue*K1=uv

[1;2;3];=ue

0.5000    0.5000    0         

0.5000    0         0.5000    

0         0.5000    0.5000    

= K1

S) fer(T,basistrans = K1

v3]; v2 [v1=S

e3]; e2 [e1=T

[-1;1;1];=v3 [1;-1;1];=v2 [1;1;-1];=v1

[0;0;1];=e3 [0;1;0];=e2 [1;0;0];=e1

  
  
321 هاي را برحسب پايه زيربردارهاي آمده، فاده از ماتريس تبديل بدستبا است) ج ,, vvv نمايش 
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321در واقع بايد ضرايب ,, cccجاي حل دستگاه معادلات همانند ه ليكن اين بار ب.  را بدست آوريم
   استفاده مي نماييم،، از ماتريس تبديل ضرايب)الف(قسمت 
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]براي بردارهاي ] [ ]
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   داريم،MATLAB نوشته شده در نرم افزار basistransferبا استفاده از برنامه 
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=sv 

se*K1=sv

1.0000    

1.5000    

0.5000-   

=wv 

we*K1=wv

[4;-1;1];=te  [1;-2;0];=se  [0;-1;3];=we

  

0         
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   ها رتبه ماتريس-3-2-8
nmA يك ماتريس1رتبهبنابر تعريف  ) يا سطرهاي( برابر با ماكزيمم تعداد ستون هاي ×

rank)(مستقل خطي در آن ماتريس است، كه با نماد  Aبراي بدست آوردن  .  نشان داده مي شود
  .ستون هاي مستقل خطي يك ماتريس مي توان از فرم سطري پلكاني كاهش يافته آن كمك گرفت

ي غير صفر آن ماتريس  كليه كهادهارتبه يك ماتريس بصورت بزرگترين درجهاز آنجائيكه 
nnAاتريس مربعي مانندتعريف مي شود، مي توان نتيجه گرفت كه رتبه يك م حداكثر مي تواند  ×

ماتريس مستقل خطي باشند و در ) يا سطرهاي( باشد و اين زماني است كه تمامي ستون هاي nبرابر
nnA يعني، ماتريسA≠0اينصورت nnAالتي ماتريسدر چنين ح.  غير منفرد است× رتبه  را ×

ون هاي آن وابستگي خطي  باشد ماتريس منفرد بوده و تعدادي از ستA=0مي نامند و اگر 2كامل
  . دارد3نقص رتبه يماتريس چنين دارند،

nmAراي ماتريس هايب min()(rank,( غير مربعي،× nmA ست، كه در صورت مساوي  ا≥
nmAبودن مي گوئيم ماتريس nmA رتبه كامل است و اگر كوچكتر باشد ماتريس×   .  نقص رتبه دارد×

  
nmA ماتريسضرب يك ماتريس غيرمنفرد در: 1نكته    . رتبه آن را تغيير نمي دهد×

  
  24-3مثال

  . را بدست آوريدB وAهايرتبه ماتريس 

          
⎥
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⎥
⎥
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,
351
653
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BA  

   بصورت زير مي باشد،A فرم سطري پلكاني كاهش يافته ماتريس-

2)(rank =A→
⎥
⎥
⎥
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⎢
⎢
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⎣

⎡ −
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75.010
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→
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⎤

⎢
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⎣

⎡
−−=
351
653

395
A  

با توجه به محل عناصر محوري مي توان فهميد كه ستون هاي اول و دوم استقلال خطي دارند و ستون 
 خطي دارد و رتبه آن دو مي باشد و لذا  فقط دو ستون مستقلAلذا ماتريس. سوم وابسته خطي است

  .اين ماتريس نقص رتبه دارد
   براي بدست آوردن رتبه ماتريس استفاده مي شود،rank(A) از دستور MATLABدر نرم افزار 

                                                 
١ Rank 
٢ Full Rank 
٣ Rank Deficiency 
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2     

= ans

rank(A)

3]; 5 6;1- 5- 3;3 9 [5=A

  

از طرفي رتبه ماتريس برابر است با تعداد عناصر محوري در فرم سطري پلكاني كاهش يافته ماتريس لذا 
   نيز استفاده نمود،rrefمي توان از دستور 

2     

= ans

length(p)

2     1     

= p

0         0         0         

0.7500    1.0000    0         

0.7500-   0         1.0000    

= R

rref(A)=p][R,

3]; 5 6;1- 5- 3;3 9 [5=A

  

نشان مي دهد با تعيين محل عناصر محوري  p رتبه ماتريس را مي دهد و length(p)ور در اينجا دست
  .كه كدام ستون ها مستقل خطي هستند

  
   نيز بصورت زير مي باشد،B فرم سطري پلكاني كاهش يافته ماتريس-

3)(rank =B→
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B  

 Bلذا رتبه ماتريس.  مستقل خطي هستندBبا توجه به محل عناصر محوري هر سه ستون ماتريس
  . و رتبه كامل داردبرابر سه است

   داريم،MATLABبا نرم افزار 

3     

= ans

rank(B)

3];- 12 7;1- 3- 8;4- 3 2;1 1 [1=B
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   ماتريس ها فضاي گستره-3-2-9
   زير در نظر بگيريد،صورت كلي دستگاه معادلات را مي توان به شكل

11 ××× = mnnmA bx  
 را به F بر روي ميدان1Vبعديn را مي توان بصورت يك نگاشتي در نظر گرفت كه فضايAماتريس
  . مي نگاردF بر روي ميدان2Vبعديmفضاي

  
  A                                                         نگاشت 

  
   

  1Vبعديn                       فضايF                       هر دو روي ميدان2Vبعديm   فضاي
  

 b مجموعه اي است شامل عناصرA يك نگاشت خطي مانند1گستره فضاي بنابر تعريف 
 وجود دارد، كه 1Vبعدي n در فضايx كه براي آنها حداقل يك بردار مانند2Vبعديmدر فضاي

bxرابطه =A  را برآورده سازد و آن را با نماد)(ARبه راحتي مي توان نشان داد . ان مي دهند  نش
  . است2Vبعديmكه اين فضاي گستره يك زير فضا از فضاي

)3-7(     
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =→∈∃∈= bxxb AVVAR 12)(  

  .فضاي گستره يك ماتريس همان فضاي ستون هاي ماتريس است: 1نكته
]dim)[(rank)( . فضاي گستره آن ماتريس استرتبه يك ماتريس معادل با بعد: 2نكته AAR =  

  
  25-3مثال

   زير را بدست آوريد، هايفضاي گستره و رتبه ماتريس
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54A)        الف  

اگر فرم .  استA كليه تركيبهاي خطي ممكن كليه ستون هايAمي دانيم فضاي گستره ماتريس
 را بدست آوريم، با توجه به محل عناصر محوري مي توان Aسطري پلكاني كاهش يافته ماتريس

   بصورت زير تعريف مي شود،AR)( لذا.فهميد كه ستون هاي اول، دوم و چهارم مستقل خطي هستند

                                                 
١ Range Space 
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,
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1
1
1

)( spAR  

از . A برابر است با تمامي تركيبهاي خطي ستون هاي اول، دوم و چهارم ماتريسAR)(ه عبارتيب
rank)(3 سه ستون مستقل خطي دارد، لذا Aطرفي چون ماتريس =Aو ماتريس نقص رتبه  است 

  . دارد
 ، محل عنصر محوري را نشان مي دهدp  بردارMATLAB نرم افزار rref(A)=[R,p]در دستور 

  لذا مي توان با استفاده از آن پايه هاي فضاي گستره را بدست آورد،

3

ans

length(p)

2     3     0     

5     5     1     

3     4     1     

1     3     1     

= ans

p)A(:,

rref(A);=p][R,

  1];- 2 6- 3 9;0- 5 9- 5 2;1- 3 7- 4 5;1 1 5- 3 [1=A

=
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A)    ب  

با توجه به محل عناصر محوري   را به فرم سطري پلكاني كاهش يافته تبديل مي كنيم،Aابتدا ماتريس
 فضايي است كه توسط اين دو Aستون هاي اول و سوم مستقل خطي هستند و فضاي گستره ماتريس

 كه همان بعد فضاي Aه ماتريسچون دو بردار مستقل خطي دارد، لذا رتب. ستون اسپن مي شود
  .گستره مي باشد دو است
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2     

= ans

length(p)

1     0     
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1     1     

= ans

p)A(:,

rref(A);=p][R,

1]; 1 0 1;0- 1- 1 1;1 1 1 [1=A
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A)    ج  

با توجه به محل عناصر محوري   را به فرم سطري پلكاني كاهش يافته تبديل مي كنيم،Aابتدا ماتريس
 فضايي است كه AR)( دو است وAستون هاي اول و دوم مستقل خطي هستند، لذا رتبه ماتريس

  توسط اين بردارهاي ستوني اسپن مي شود،
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 
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length(p)
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rref(A);=p][R,

1]; 8 1;3 2 1;0 0 0;-1 2 [1=A

  

□  co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



                                              فضاهاي برداري:  سوم فصل                                                                                                                       

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

198 

11دستگاه معادلات ماتريس، به مفاهيم فضاي گستره و رتبه با توجه: 3نكته ××× = mnnmA bxبا  
rArank 1)( سيستم سازگار است، اگر و فقط اگر يك)(= ARm ∈×bدر اينصورت داريم،د، باش   

rAA == )|(rank)(rank b  
11اگر معادله ××× = mnnmA bx ،را بصورت زير بسط دهيم   

bbx =
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22

12

2

1

21

11

1  

 را بصورت تركيب خطي از ستون mb×1براي آنكه دستگاه معادلات جواب داشته باشد بايد بتوان بردار
nnAهاي ماتريس   بايد در فضاي اسپن شده توسط ستون هاي ماتريسmb×1عبارتي بردار نوشت، به ×

nmA nmA به ماتريسmb×1در چنين حالتي افزودن ستون بردار.  قرار داشته باشدAR)( يعني× ×  
rAAواهد داد، لذا رتبه آن را تغيير نخ == )|(rank)(rank bمي باشد .  

  
  26-3مثال

  .وجود يا عدم وجود جواب را براي دستگاه معادلات زير بررسي نماييدبدون حل معادلات 
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A
xxxx

xxxx
xxxx

bx)الف  

==→AR∉b)(د    دستگاه جواب ندارسيستم ناسازگار است و  3)|(rank,2)(rank bAA  
   داريم،MATLABاستفاده از نرم افزار با 

3     

= ans

b]) rank([A

2     

= ans

rank(A)

[2;4;9];=b

1];- 1 4 1;5- 1 1 1;2 1- 2 [1=A
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bx)ب  

  
==→يك جواب منحصر بفرد داردسيستم سازگار است و  3)|(rank)(rank bAA  

  . و ماتريس ضرايب مربعي و رتبه كامل داردAR∈b)(زيرا
  

  م، داريMATLABبا استفاده از نرم افزار 

3     

= ans

b]) rank([A

3     

= ans

rank(A)

[2;1;3];=b

1]; 5 1;3 2 4;1 2 [-1=A

  

  

⎥
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⎥
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⎥
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⎤
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⎢
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→=→
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6
5
1
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221
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632
522

1

3

2

1

321

321

321

x
x
x

A
xxx
xxx

xxx
bx)ج  

==→دستگاه بيشمار جواب داردسيستم سازگار است و  2)|(rank)(rank bAA  
  . و ماتريس ضرايب مربعي است و نقص رتبه داردAR∈b)(زيرا

   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

2     

= ans

b]) rank([A

2     

= ans

rank(A)

[1;5;6];=b

1]; 3 2;2 2 1;1- 1 [1=A

  

□  
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   فضاي پوچي ماتريس ها-3-2-10
nmA يك نگاشت خطي1فضاي پوچيبنابر تعريف    مجموعه اي است شامل كليه بردارهاي×

1×nx 0 كه رابطهx =Aفضاي پوچي با نماد.  را برآورده سازد)(AN،نشان داده مي شود   
)3-8(        { }0xx =→∈= AVAN 1)(  

nullity)( مي نامند و با نماد A ماتريس2پوچيبعد فضاي پوچي را  A يا )(Aνنشان مي دهند   .  
)()](dim[ AAN ν=  

  
0x معادله مجموعه تمامي پاسخهايAN)(فضاي پوچي: 1نكته =Aاست  .  
0xدر صورتيكه تنها پاسخ معادله: 2نكته =A باشد، بنابراين رتبه ) بردار صفر( همان پاسخ بديهي

ل خطي اين ماتريس مستق) يا سطري( كامل است، به عبارتي كليه بردارهاي ستوني Aماتريس
  . هستند
 است، در حاليكه فضاي گستره، يك زير فضا از فضاي 1Vفضاي پوچي، يك زير فضا از فضاي: 3نكته

2Vاست .  
nmA براي ماتريس:4نكته    مي توان نوشت،×

)3-9(            nAA =+ )(nullity)rank(  
  

  27-3مثال
   را در نظر بگيريد، Aماتريس
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⎥
⎥
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A  

  مي خواهيم فضاي پوچي و پوچي اين ماتريس را بدست آوريم،
0x معادلهلذا بايد جواب =A،را بدست آوريم   
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x
x
x
x
x

  

   يافته ماتريس را بدست مي آوريم،سطري پلكاني كاهش فرم حال
                                                 
١ Null Space 
٢ Nullity 
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  .و دستگاه معادلات نهايي به فرم زير بدست مي آيد

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=+
=++

05
032

0

54

532

531

x-x
xx-x

xxx
  

از تعداد معادلات كمتر از .  مي باشدAبايد توجه كرد كه تعداد اين معادلات برابر با رتبه ماتريس
],,[هر بردار لذا دستگاه بيشمار جواب دارد و ،مجهولات است 543,21 xxx,xx=x كه سه معادله بالا 

تعداد بردارهايي كه بدين .  خواهد بودAرا برآورده سازد يك بردار متعلق به فضاي پوچي ماتريس
 ليكن تعداد بردارهاي مستقل خطي برابر با بعد فضاي مي توان انتخاب كرد نامحدود است،ترتيب 

  . پوچي مي باشد
235)()(nullity =−=−= AranknA  

بنابراين هر پاسخ  بطور مثال دو بردار زير مستقل خطي هستند و سه معادله بالا را برآورده مي كنند،
0xمعادله =A بايد به اسپن اين دو بردار تعلق داشته باشد، به عبارتي، اين دو بردار يك پايه 
  . تشكيل مي دهندAN)(براي

⎪
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⎥
⎥
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⎢
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⎥
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⎤
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1
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1
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1

)( spAN  

  
  جهت محاسبه پايه هايnull(A) و null(A,’r’) دستوردو  MATLABدر نرم افزار 

  . فضاي پوچي ماتريس وجود دارند
ه هاي فضاي پايهمانند آنچه كه در محاسبات دستي صورت مي گيرد،   null(A,’r’) دستور در -

  .س محاسبه مي گردد به فرم سطري پلكاني كاهش يافته ماتريهپوچي با توج
  
  نرم افزار پايه هاي يكامتعامد شده فضاي پوچي را كه به روش عددي به دست null(A) در دستور -

  . آمده ارائه مي دهد
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   توجه نماييد،Aبه اجراي اين دو دستور براي ماتريس

0.1620-   0.0719    

0.8100-   0.3596    

0.0307    0.4331    

0.5473    0.6504    

0.1313    0.5050-   

= ans

null(A)

1     0     

5     0     

0     1     

3-    2     

1-    1-    

= ans

)r''null(A,

1];- 2 6- 3 9;0- 5 9- 5 2;1- 3 7- 4 5;1 1 5- 3 [1=A

  
□  
  

  28-3مثال
  .را بدست آوريدس هاي زير پوچي و فضاي پوچي ماتري
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rank)(2از آنجاييكه =Aاست، لذا پوچي ماتريس A،برابر با دو مي باشد   

224)(rank-n)()(nullity =−=== AAA ν  
0xدستگاه معادلات  با حلحال. مستقل خطي دارد دو بردار Aبنابراين فضاي پوچي ماتريس =A 

  اين دو بردار را بدست مي آوريم،
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  بنابراين داريم،
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0
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xx
xx  

   مي آيد، بدستAN)(بردارهاي پايهتعداد معادلات برابر با رتبه ماتريس است با حل اين دستگاه 
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

1     0     
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= ans

)r''null(A,

1]; 1 0 1;0- 1- 1 1;1 1 1 [1=A
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rank)(2از آنجاييكه =Bاست، لذا پوچي ماتريس B،برابر با يك مي باشد   

123)(rank-n)()(nullity =−=== BBB ν  
  

   فقط يك بردار مستقل خطي دارد كه بصورت زير بدست مي آيد،Bبنابراين فضاي پوچي ماتريس
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   بدست مي آيد،BN)(ا حل اين دستگاه معادلات بردارهاي پايهب
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   داريم،MATLABنرم افزار با استفاده از 

1.0000    

0.5000-   

1.0000    

= ans

)r''null(B,

1]; 8 1;3 2 1;0 0 0;-1 2 [1=B

  

□  
  
   زيرفضاهاي اساسي ماتريس ها-3-2-11

nmAبراي يك ماتريس )r) ),min با رتبه× nmr  1چهار زيرفضاي اساسيمي توان ) ≥
  بصورت زير تعريف كرد، 

 r مي باشد، كه بعد آن برابرAR)( يا Aان فضاي گستره ماتريسدر واقع هم : 2فضاي ستون ها
 است، به عبارتي توسط ستون Aاين فضا مجموعه اي از تركيبهاي خطي ستون هاي ماتريس. است

، ستونهايي كه عناصر Aدر فرم سطري پلكاني كاهشي ماتريس.  اسپن مي شودAهاي ماتريس
بعد فضاي ستون ها برابر . محوري در آن قرار دارند مطابق با بردارهاي پايه فضاي ستون ها خواهد بود

  .  مي باشدAبا رتبه ماتريس

)(rank)](dim[,)( AARAAR nm =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =→ℜ∈∃ℜ∈= bxxb  

)( با نماد است، كه آن راTAدر واقع همان فضاي پوچي ماتريس : 3ضاي پوچي چپف  TAN نشان 
rmمي دهند و بعد آن برابر  است كه عمود بر تمامي ستون mℜ∈xاين فضا مجموعه اي از.  است−

 AR)(هستند و از اين جهت آن را مكمل متعامد فضاي) TAيا سطرهاي ماتريس (Aهاي ماتريس
تعداد سطرها منهاي  با بعد فضاي پوچي چپ برابر.  نيز نشان مي دهندAR)(⊥مي نامند و با نماد

  .  استAرتبه ماتريس
)3-10  ({ } )(rank)](dim[,)( AmANAAN TTmT −==→ℜ∈= 0xx  

                                                 
١ Four Fundamental Subspaces 
٢ Column Space 
٣ Left Nullspace 
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 است، كه با نماد  TA همان فضاي گستره ماتريسA فضاي سطرها براي ماتريس:1فضاي سطرها 
)( TARعد آن برابرنشان داده مي شود و ب rفضاي سطرها در واقع زيرفضايي است كه . د مي باش

 اسپن مي شود يا به عبارتي شامل كليه تركيب هاي خطي سطرهاي Aتوسط سطرهاي ماتريس
دارهاي  سطرهاي غير صفر معادل با برAدر فرم سطري پلكاني كاهشي ماتريس.  مي باشدAماتريس

  .  مي باشدAبعد فضاي  سطرها برابر با رتبه ماتريس. پايه براي فضاي سطرها مي باشند

)3-11()(rank)](dim[,)( AARAAR TTmnT =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =→ℜ∈∃ℜ∈= bxxb  

 نمايش مي دهند، كه بعد AN)(همانطور كه قبلاً نيز مطرح گرديد اين فضا را با نماد : فضاي پوچي 
rnر باآن براب  A است كه عمود بر تمامي سطرهاي ماتريسnℜ∈xاين فضا مجموعه اي از.  است−

)(هستند و از اين جهت آن را مكمل متعامد فضاي) TAيا ستون هاي ماتريس( TAR 2كِرنِل يا 
  .  استA بعد فضاي پوچي برابر با تعداد ستون ها منهاي رتبه ماتريس. نيز مي نامندAاتريس م

{ } )(rank)(nullity)](dim[,)( AnAANAAN n −===→ℜ∈= 0xx 
  

bxدر حل دستگاه معادلات: 1نكته =Aاگر )( TANتهي باشد، آنگاه )(AR∈b است و سيستم 
bx =Aواره حداقل يك جواب دارد و تهي بودن سازگار است و هم)(AN بيانگر آن است كه اگر 

  .پاسخي وجود داشته باشد، آن پاسخ منحصر بفرد است
  

  29-3مثال
  ماتريس زير را در نظر بگيريد،

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
−

=

51532
11231

31411
20121

A  

rank)(2در اينجا =Aرت زير مي باشد، و فرم سطري پلكاني كاهش يافته آن بصو  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00000
00000
11310
42701

R  

لذا فضاي ستون ها يا همان . همانطور كه پيداست ستون هاي اول و دوم شامل عناصر محوري هستند
  فضاي گستره بصورت زير است، 

                                                 
١ Row Space 
٢ Kernel 
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2)](dim[,

3
3
1
2

,

2
1

1
1

)( =

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
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⎤
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⎡

−

−
−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
= ARspAR  

  فضاي سطرها معادل با سطرهاي غير صفر در فرم سطري پلكاني كاهشي است،

2)](dim[,

1
1
3
1
0

,

4
2
7
0
1

)( =

⎪
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= TT ARspAR  

0xفضاي پوچي معادل با مجموعه جواب معادله =Aبا وعه جواب را هم مي توان اين مجم.  مي باشد
  استفاده از فرم سطري پلكاني كاهش يافته بدست آورد،
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54321 xxxxxARx  

  دستگاه معادلات حاصل بصورت زير بدست مي آيد،

⎩
⎨
⎧

=+++
=+++
03

0427

5432

5431

xxxx
xxxx  

 Aانطور كه پيشتر نيز گفته شد تعداد اين معادلات به بعد فضاي گستره يا همان رتبه ماتريسهم
   بصورت زير بدست مي آيد،Aبا حل اين دستگاه فضاي پوچي ماتريس. بستگي دارد

3)](dim[, =AN
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0xب معادلهفضاي پوچي چپ معادل با مجموعه جوا =TAلذا ابتدا ماتريس.  مي باشدTA را بدست 

  .مي آوريم و سپس آن را به فرم سطري پلكاني كاهشي تبديل مي كنيم و همانند بالا عمل مي نماييم
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4321 xxxxA R
T x  

  بدست مي آيد،دستگاه معادلات حاصل بصورت زير 

⎩
⎨
⎧

=++
=+−
0
02

432

431

xxx
xxx  

)(تعداد معادلات برابر با بعد TARمي باشد، با حل اين دستگاه فضاي پوچي ماتريس A بصورت زير 
  بدست مي آيد،

2)](dim[,
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)( =
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= TT ANspAN  

  
هاي چهار زير فضاي اصلي يك  براي بدست آوردن پايه MATLABنرم افزار  در basisبرنامه 

  ،ه شده استماتريس نوشت

);r'',null(A'  Leftnull

;:)'r,:R(1 Row 

);r''null(A,  Null

p);A(:,  Column

length(p);  r

rref(A);  p] [R,

basis(A)  Leftnull] Row, Null, [Column, function

A. matrix the with %

associated spaces vector lfundamenta four of Bases %

=

=

=

=

=

=

=
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   بصورت زير است،Aاجراي برنامه براي ماتريس

1     0     0     

0     1     0     

0     0     1     

1-    1-    3-    

4-    2-    7-    

= Null

3-    2     

3     1-    

1-    1     

2-    1     

= Column

basis(A) = Leftnull] Row, Null, [Column,

5]; 1 5 3- 1;2- 1 2 3 3;-1 1 4 1- 2;1 0 1 2- [1=A

  

1     0     

0     1     

1-    1-    

1-    2     

= Leftnull

1     4     

1     2     

3     7     

1     0     

0     1     

=Row 

  

□  
  

  30-3مثال
 متعامد هستند Aفضاي سطرها و فضاي پوچي ماتريس  در مثال قبل، نشان دهيد كهAبراي ماتريس

   نيز متعامد هستند،Aو همچنين فضاي ستون ها و فضاي پوچي چپ ماتريس
  

)()( ANAR T )()( و ⊥ TANAR ⊥  co
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{ }21 ,

1
1
3
1
0

,

4
2
7
0
1

)( rrspspAR T =

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=  
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  اي بررسي متعامد بودن ضرب داخلي يك يك بردارهاي پايه را بررسي مي نماييم،بر

0110103)1(1)4(0,

0011103)1(1)2(0,

0010113)3(1)7(0,

0140207)1(0)4(1,

0041207)1(0)2(1,

0040217)3(0)7(1,

32

22

12

31

21

11

=×+×+×+−×+−×=

=×+×+×+−×+−×=

=×+×+×+−×+−×=

=×+×+×+−×+−×=

=×+×+×+−×+−×=

=×+×+×+−×+−×=

nr

nr

nr

nr

nr

nr

  

)()(صفر است، لذا ها حاصل ضرب داخلي  ANAR T به همين ترتيب مي توان نشان .  مي باشد⊥
)()(داد كه TANAR   . است⊥

  
   داريم،basis برنامه  بدست آمده ازنتايج  و MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0    0     0     

0     0     0     

= ans

Row'*Null

0     0     

0     0     

= ans

ftnullColumn'*Le
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  31 -3مثال
   داريم،Aثابت كنيد براي ماتريسدر حالت كلي 

)()() الف TANAR )()() ب         ⊥ ANAR T ⊥    
  

nmAماتريس    را با بردارهاي ستوني در نظر بگيريد،×
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)(اگر TAN∈q،باشد داريم   
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 همان ستون هاي TA عمود است و سطرهاي ماتريسTA بر سطرهاي ماتريسqبنابراين بردار
)(لذا بردارهاي.  هستندAR)( متعلق بهAتون هاي ماتريس هستند و سAماتريس TAN∈q 

)()(بنابراين . AR∈y)(عمودند بر بردارهاي TANAR   . است⊥
nmAماتريس    را با بردارهاي سطري در نظر بگيريد،×
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   باشد داريم،AN∈z)(اگر
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 همان ستون هاي A عمود است و سطرهاي ماتريسA بر سطرهاي ماتريسzبنابراين بردار
)( متعلق بهTAاتريس هستند و ستون هاي مTAماتريس TARلذا بردارهاي.  هستند)(AN∈z 

)(عمودند بر بردارهاي TAR∈w، بنابراين )()( ANAR T   . است⊥
□  
  
  تبديل هاي خطي 3- 3

  .  باشندFبر روي ميدانبعدي  m وnدو فضاي برداريبه ترتيب  2V و 1Vفرض كنيم   
  

  T  يا تبديل    نگاشت                                                 
  
   

  1Vبعديn                       فضايF                       هر دو روي ميدان2Vبعديm   فضاي
 m را به يك بردار ديگر در فضاي1V بعديn نگاشتي است كه يك بردار در فضاي،تبديليك 
 نظير در بردار ثانويه جايگزين مي ت تمامي نقاط بردار اوليه با نقاطدر اين نگاش.  تبديل كند2Vبعدي
تقسيم بندي  2تبديلات مختصاتيو  1تبديلات هندسيتبديل ها را مي توان به دو دسته . شود
 ولي در در تبديلات هندسي محورهاي مختصات ثابت هستند و اين بردار است كه تغيير مي كند. نمود

بردار مي تواند بيانگر يك . تبديلات مختصاتي بردار ثابت است و محورهاي مختصات جابجا مي شوند
  .منحني، تصوير يا جسم باشد

:21تابع   VVT  مي ناميم، اگر 2V به 1V از 3طيتبديل خ يا  خطياپراتور را يك →
  آورده گردد، دو شرط زير برF متعلق بهc و تمام اسكالرهاي1V متعلق بهv وuبراي تمام بردارهاي

1- )()()( vuvu TTT +=+  
2- )()( uu cTcT =  

  مي توان بصورت زير نيز خلاصه نمود، را اين دو رابطه 
)3-12                      (                 )()()( 2121 vuvu TcTcccT +=+  
  

:21تبديل خطي: 1نكته VVT   ر را داشته باشد، گويند اگر شرط زي4يك به يك را →
)١٣-٣            (         ( ) ( )2121121 ,, vvvvvv TTV =⇔=∈  

:21كِرنِل تبديل خطي: 2نكته VVT    بصورت زير تعريف مي گردد،→
)3-14(          { }0vv =→∈= )()(kernel 1 TVT  

                                                 
١ Geometric  
٢  Coordinate 
٣ Linear Transformation 
٤ One to one 
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:21فضاي گستره تبديل خطي: 3نكته VVT    بصورت زير تعريف مي گردد،→
)3-15(       { }wvvw =→∈∃∈= )(|)(range 12 TVVT  

  رابطه بين كِرنلِ و فضاي گستره يك تبديل خطي بصورت زير مي باشد،
)3-16                      ()dim()](rangedim[)]dim[ker( 1VTT =+  
  

  32-3مثال
:23آيا تابع ℜ→ℜT؟ زير يك تبديل خطي مي باشد با تعريف  
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  شرط اول بصورت زير است،.  منظور بايد دو شرط بالا را برسي نماييمبراي اين
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  حال شرط دوم را بررسي مي نماييم،. بنابراين شرط اول برقرار است
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  .با برقراري شرط دوم مي توان گفت كه تابع مذكور يك تبديل خطي است
□  
  

  33-3مثال
ℜ→ℜnTآيا تابع   ؟ زير يك تبديل خطي مي باشد با تعريف:

uu =)(T  
  شرط اول بصورت زير است،. براي اين منظور بايد دو شرط بالا را برسي نماييم
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vuvuاز آنجاييكه   تبديل خطي  شرط اول برقرار نمي باشد، لذا تبديل مذكور يك+≠+
  .نيست

□  
  

  34-3مثال
:22 خطيبديلآيا ت ℜ→ℜLتعريف زير يك به يك است؟ با   
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21بردارهاي , vv،را در نظر بگيريد   
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  . يك به يك استLلذا تبديل خطي
□ 
  
   خطي هاي تبديلي نمايش ماتريس-3-3-1

:21هر تبديل خطيبراي  VVT nmAيك ماتريس مي توان →   بدست آورد بطوريكه، ×
)3-17(        1  ,)( VAT ∈= uuu  

nmAماتريس  گردد،ن مي ي بصورت زير تعي×
)3-18(    [ ] [ ])()()( 2121 nm TTTA eeevvv LL =  

neee ,,, 21 Kو mvvv ,,, 21 Kبه ترتيب بردارهاي پايه فضاهاي nو m  عدي1بV 2 وVهستند  .
   جردن كمك گرفت،- مي توان از الگوريتم گوسA براي بدست آوردن ماتريس

)3-19(         [ ] [ ]AITTT nm ⇒)()()( 2121 eeevvv LL  
  

  براي يك تبديل خطي با تعريف زير،: 1نكته
( ) xx nm

mn ATRRT ×=→   ,:  
  ، را مي توان بصورت زير تعريف كردكرنل و فضاي گستره

( ) ( )ANT =ker    و     ( ) ( )ACTrange  = co
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  35-3مثال
  .براي تبديل خطي زير يك ماتريس تبديل بيابيد
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   را در نظر مي گيريم،2ℜ و3ℜابتدا پايه هاي فضاي برداري
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  با توجه به تعريف داريم،
[ ] [ ])()()( 32121 eeevv TTTA=  

  
)(حال بايد ابتدا iT eست آوريم، براي اين كار از تعريف تبديل خطي استفاده مي كنيم،ها را بد  
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  ورت زير بدست مي آيد،بص  جردن- با اعمال روش گوساز اين رو ماتريس تبديل خطي مذكور
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  لذا مي توان نوشت،
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  .مشخص است كه ماتريس تبديل به انتخاب پايه ها بستگي دارد
□  
  
   عبارتند از،مونه هايي از تبديل هاي پركاربردن
  بصورت زير تعريف مي گردد،در فضاي دو بعدي ل  انتقا: 1 انتقال-1

                                                 
١ Translation 
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   انتقال در فضاي دو بعدي-) 5-3(شكل
  ماتريس انتقال در فضاي دو بعدي بصورت زير است،
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  بطور مشابه در فضاي سه بعدي هم داريم،
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  عدي انعكاس مي تواند سه حالت مختلف داشته باشد، فضاي دو بدر  : 1انعكاس يا قرينه -2
  ،A مانند نقطهx انعكاس نسبت به محور-
  ،B مانند نقطهy انعكاس نسبت به محور-
  ،Cمبدا مختصات مانند نقطهبه  انعكاس نسبت -

  ها و نسبت به نقطه مبدا در فضاي دو بعدي بصورت زير است،yها،xماتريس انعكاس نسبت به محور
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١  Reflection 
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   انعكاس در فضاي دو بعدي-) 6-3(شكل
ا نسبت به يك صفحه، يك خط و يا يك نقطه مانند  قرينه ربطور مشابه در فضاي سه بعدي مي توان

 yzوxz بطور مثال ماتريس تبديل براي قرينه سازي نسبت به نقطه مبدا و صفحاتمبدا بدست آورد،
  بصورت زير بدست مي آيد،
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 مشخص مي گردد و هدف ys وxsتغيير مقياس در فضاي دو بعدي با دو ضريب : 1تغيير مقياس -3
  .از اين تبديل گسترش يا فشرده سازي ابعاد يك جسم نسبت به يك نقطه مي باشد

  ماتريس تغيير مقياس در فضاي دو بعدي بصورت زير است،
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  عدي هم بصورت زير بدست مي آيد،ماتريس تغيير مقياس در فضاي سه ب
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١  Scaling 
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   تغيير مقياس در فضاي دو بعدي-) 7-3(شكل
  
زاويه چرخش و مبدا آن است و معمولاً مبدا   در فضاي دو بعديدوران اصلي مشخصه: 1 دوران-4

  .در خلاف ساعتگرد مثبت در نظر گرفته مي شود دوران .دوران را مبدا مختصات در نظر مي گيرند
  

  
  
  
  
  
  

  
  

  
   دوران در فضاي دو بعدي-) 8-3(شكل

  
   بصورت زير بدست مي آيد،گردساعت در خلاف  حول مبدا درجهθ به اندازه دو بعديدورانماتريس 
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محور هاي اصلي . رددش و محور دوران مشخص مي گدر فضاي سه بعدي براساس زاويه چرخدوران 
دوران در خلاف ساعتگرد مثبت در نظر گرفته است و  z وx ،y از دوران حول محوردوران عبارت

  دست مي آيد، بصورت زير بxماتريس دوران حول محور. مي شود

                                                 
١ Rotation 
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   نيز بدست مي آيند،z وyبه همين ترتيب دوران حول محور
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محورها  يكي از  هر دو محور ياكشيدگي در فضاي دو بعدي مي تواند در راستاي: 1كشيدگي -4

  در فضاي دو بعدي بصورت زير بدست مي آيد،ها xكشيدگي در راستاي محورماتريس  .صورت گيرد

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ +
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100
010
01

11100
010
01

1

11

1

1 k
Ay

kyx
y
xk

  

  
  
  
  
  

  
  

  
  ها x كشيدگي در راستاي محور-) 9-3(شكل

  
  ها در فضاي دو بعدي نيز بصورت زير مي باشد،yماتريس كشيدگي در راستاي محور

                                                 
١ Shearing 

x

y

x

y
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100
01
001

11100
01
001

11

1

1

1

kAkxy
x

y
x

k  

  
  
  
  
  

  
  

   هاy كشيدگي در راستاي محور -) 10-3(شكل
  

  36-3مثال
  در فضاي دو بعدي بصورت زير تعريف شده است،1Eبيضي

1
4

2
2 =+

yx  
  . را با شرايط زير بدست آوريد و تبديل يافته اين جسم را رسم نماييدAماتريس تبديل

  ها،y در راستاي6.0ها وx در راستاي4.0 مقياس تغيير-1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

100
06.00
004.0

100
00
00

y

x

S s
s

A  

   درجه،45ها به اندازهx دوران پادساعتگرد حول محور-2

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

100
045cos45sin
045sin45cos

100
0cossin
0sincos

θθ
θθ

RA  

] انتقال جسم حاصل به اندازه-3 ]11  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
∆
∆

=
100
110
101

100
10
01

y
x

AT  

  لذا ماتريس تبديل كل بصورت زير بدست مي آيد،
SRT AAAA =  

x

y

x

y
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-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

E1 

E2 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−==

100
14243.02828.0
14243.02828.0

SRT AAAA  

  
  رسم شده است،MATLABاستفاده از نرم افزار  با 2E و تبديل يافته آن1Eدر زير جسم

:))E2(2,:),plot(E2(1,

x))];ones(size(y;[x;*A=E2

onhold on,grid y),plot(x,

sin(t);*2=y

cos(t);=x

pi,100);*,2linspace(0=t

AS;*AR*AT=A

1]; 0 1;0 1 1;0 0 [1=AT

1]; 0 0;0 cos(pi/4) 4)0;-sin(pi/ sin(pi/4) [cos(pi/4)=AR

1]; 0 0;0 0.6 0;0 0 [0.4=AS

  

  
   

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  36-3 مربوط به مثال  منحني هاي-) 11-3(شكل
□  
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  37-3مثال
از اعداد در رمز در اين روش .  است پيام هاي متني از كاربردهاي تبديل هاي خطي در رمزنگارييكي

ي شود و با احتساب فاصله بين كلمات و دو علامت نگارشي نقطه و كردن پيام هاي متني استفاده م
  .استفاده نمودكدگذاري علامت پرسشي مي توان از جدولي به شكل زير براي 

  
¬ 
↓ 
28
 

? 
↓ 
27
 

. 
↓ 
26

 

Z 
↓ 
25
 

Y 
↓ 
24
 

X 
↓ 
23
 

W
↓ 
22
 

V
↓ 
21
 

U
↓ 
20
 

T
↓ 
19
 

S
↓ 
18
 

R
↓ 
17
 

Q
↓ 
16
 

P
↓ 
15
 

O
↓ 
14
 

N
↓ 
13
 

M
↓ 
12
 

L
↓ 
11
 

K
↓ 
10
 

J 
↓ 
9
 

I 
↓ 
8
 

H 
↓ 
7
 

G 
↓ 
6
 

F
↓ 
5
 

E 
↓ 
4
 

D 
↓ 
3
 

C 
↓ 
2
 

B 
↓ 
1
 

A 
↓ 
0
 

  
   بصورت زير كد مي شود، روشبا استفاده از اين  SINGULAR VALUEپيام متني 

442011021281701120613818  
  

لازم به ذكر است در انتهاي پيام .  نمايش دهيم بصورت كد سادهتا اين مرحله توانستيم پيام متني را
در مورد اين مثال . جهت تكميل بردار نهايي مي توان حرف آخر را به تعداد مورد نياز تكرار نمود

  .  تكرار شده استانتهاي عبارت در  Eحرف
ماتريس  معكوس پذير به نام  و×33 از يك ماتريس تبديل كد شدهمحال براي رمزي كردن اين پيا

   استفاده مي نماييم،1كليدي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1749
17920
20103

A  

  
  ،تفكيك مي نماييمبه بردارهاي سه تايي لذا ابتدا پيام كد شده را 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

¬⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

4
4
20

11
0
21

28
17
0

11
20
6

13
8

18

E
E
U

L
A
V

R
A

L
U
G

N
I
S

  

  
  نمايش داد،را مي توان بصورت ماتريس زير كد شده پيام 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

411281113
4017208

20210618
P  

  

                                                 
١ key matrix 
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   شده بدست مي آيد،  رمز كدP در ماتريسAبا ضرب ماتريس كليدي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==

264376544321415
504607629487653
180283730438394

APC  

   بصورت زير دريافت مي كند،كد رمز شده ايلذا گيرنده 
264504180376607283544629730321487438415653394  

  
   ماتريس كليدي استفاده نمود، از معكوس متني اصلي بايدپيامبراي بدست آوردن 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−−

−
=−

173781
349129187

109085

1635
11A  

 رمز شده را به بردارهاي سه تايي تفكيك كند و با داشتن ماتريس كليدي  كدلذا دريافت كننده بايد
  .دپيام اصلي را استخراج نماي

CAP 1−=  
  ت شده است،فرض كنيد كد رمز شده اي بصورت زير درياف

153340518717378439747304325369352352513373  
  

دريافت كننده با داشتن ماتريس تبديل كليدي آن مي تواند كد رمزشده را به كد ساده تبديل كرده 
 است، كد رمز شده را به ×33با توجه به اينكه ماتريس كليدي. سپس پيام اصلي را استخراج نمايد

   نماييم،بردارهاي سه تايي تفكيك مي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

15387439325352
340173747369513
5178304352373

C  

  حال با استفاده از معكوس ماتريس كليدي كد ساده را بدست مي آوريم،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
== −

01111713
04008

17628411
1CAP  

  پس كد ساده بصورت زير است و با استفاده از جدول مي توان به راحتي متن پيام را بدست آورد،
001714611028170413811  

ALGEBRAALINEAR  
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  براي انجام عمل رمزنگاري نوشته شده MATLAB با استفاده از نرم افزار code.mرنامه ب
 جدول در اينجا پيغامي كه بايد كد شود بصورت يك رشته در نظر مي گيريم و با استفاده از. است

 مي توان از دستور MATLABالبته در نرم افزار  (. مي نماييمنوشته شده آن را بصورت اعداد كد
doubleبا سپس .)  نيز براي تبديل رشته مذكور به يك دنباله از اعداد صحيح مثبت استفاده نمود

  . ضرب كردن آن در يك ماتريس تبديل غيرمنفرد پيام را رمز مي كنيم

end

end   

end      

1;-jp(i)         

s(i)T(j) if      

29:1j for   

length(s):1i for

]; ' ' ?'' '.' X'' 'Y' X'' W'' V'' U'' T'' S'' 'R' Q''    

 P'' O'' N'' M'' 'L' 'K' J'' I'' H'' 'G' F'' 'E' D'' 'C' 'B' A'['T

A) code(s,  C function

A. matrix rnonsingula a usingcoded  is s String %

=

==

=

=

=

=

  

;C(:)'  C

P;*A  C

n);length(p)/n,reshape(p,  P

end

;r)]'-nones(1,*))p(length(s [p  p

0 ~ r if

n);(s),rem(length  r

size(A);  n][n,

=

=

=

=

=

=

=

  

  
  اجراي برنامه بصورت زير مي باشد،

264 504 180 376 607 283 544 629 730 321 487 438 415 653 394   

= C

A) code(s, = C

17]; 4 17;9 9 20;20 10 [3=A

;VALUE'SINGULAR='s
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در .( نوشته شده استdecode.mد رمز گشايي نيز عكس اين حالت مي باشد كه در برنامه فرآين
بكار براي كدگشايي را  char دستور ي كد كردن استفاده شود مي توان براdoubleصورتيكه از دستور 

  .)برد
  

end

1);T(P(i)s(i)   

length(P):1i for

P(:);  P

C;*inv(A)  P

n);length(C)/n,reshape(C,  C

size(A);  n][n,

]; ' ' ?'' '.' X'' Y'' X'' W'' V'' U'' T'' S'' R'' Q'' P'' O''    

N'' M'' L'' K'' J'' I'' H'' G'' F'' E'' D'' C'' B'' A'['T

A) decode(C,  s function

A matrix rnonsingula the withdecoded  message,Coded  %

+=

=

=

=

=

=

=

=

  

  
  

  برنامه بصورت زير است،اجراي 

VALUEE SINGULAR

= s

A) decode(C, = s

264]; 504 180 376 607 283 544 629 730 321 487 438 415 653 [394=C

17]; 4 17;9 9 20;20 10 [3=A

  

  
  ي براي قسمت دوم مثال بصورت زير است،اجرا

ALGEBRAA LINEAR

= s

A) decode(C, = s

153]; 340 51 87 173 78 439 747 304 325 369 352 352 513 [373=C

17]; 4 17;9 9 20;20 10 [3=A

  

□  
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  مسائل
  . نشان دهيد كه ماتريس هاي حقيقي به فرم زير تشكيل يك ميدان مي دهند-3-1

ℜ∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
= ba

ab
ba

A ,,  

  
ودن اين مجموعه ها زير فضا ب.  مي باشند3ℜ  هر يك از مجموعه هاي زير كه يك زيرمجموعه از-3-2

  .را بررسي نماييد
}) الف }0:),,( 3 =ℜ∈ xzzyx  
}) ب }zyxzyx ==ℜ∈ :),,( 3  
}) ج }0:),,( 3 =+ℜ∈ yxzyx  
  
  . استقلال خطي بردارهاي زير را بررسي نماييد-3-3

[1,0,1,2],[0,1,1,2],[1,1,1,3]) الف === wvu  
[3,1-,7],[5-,2,1],[3,8-,1]) ب === wvu  
4-,2,3-,1][,[1,3,4,2-],2-,2-,1,1][) ج === wvu  
1,2,3 )د 2

3
2

21 +=+=−= xxxx ppp  
,1,1) ه 2

32
2

1 +=+=+= xxxx ppp  
  
  . بردارهاي زير مستقل خطي هستندλ به ازاي چه مقداري از-3-4

,1-][0,,1]-[1-,1-,,,1-,1-]1[)الف +=== λλλ wvu  
1],0[1,,3]-2,-[2,1,0]-,,0[)ب λλλλλ ==+= wvu  
,0]1,[,-][1-,0,,,1-,2][)ج λλλ === wvu  
  
  . را اسپن مي كنند3ℜ آيا بردارهاي زير فضاي برداري-3-5

[4,4,0],[1-,2,0],[1,2,1]) الف === wvu  
[1,2,1],[1,0,1],[1,1,1]) ب === wvu  
[1,0,0],[1-,0,1],[0,2,0]) ج === wvu  
  
 رتبه و پوچي ماتريس هاي زير را تعيين نماييد و فضاي پوچي و فضاي گستره آنها را بدست -3-6

co  .آوريد
nt
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len
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) الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

10863
8642
2221

A    ب( 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

1413
1111
1211

A  

) ج
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

11019118
31200
30522
10211

A    د( 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

=

311061
20740
11321
11110
11421

A  

  
321 تحت بردارهاي پايهu بردار-3-7 ,, eeeنمايش آن را تحت پايه .  بصورت زير نمايش داده مي شود

321هاي ,, vvvنشان دهيد .  
  u=[1,3,2] )الف

]1,0,0[],0,1,0[],0,0,1[ 32 === eee1  

]1,1,1[],1,1,1[],1,1,1[ 32 −=−=−= vvv1  
  u=[1-,1,2]) ب

]1,0,0[],0,1,0[],0,0,1[ 32 === eee1  

]1,1,0[],0,3,1[],1,1,2[ 32 −==−= vvv1  
  
  . براي پايه هاي داده شده ماتريس تبديل را بيابيد-3-8

}) الف }
{ }15,4,2

,,1
2

2

−−=

=

xxB
xxA   ب    (

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

20
03

,
10
10

,
01
02

,
00
01

10
00

,
00
10

,
01
00

,
00
01

B

A

  

  
   را در نظر بگيريد،A ماتريس-3-9

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

25213
12101

31112
A  

  .در صورت وجود يك معكوس راست براي آن پيدا كنيد) الف
co   .پايه هاي متعامد ستون هاي آن را بيابيد و ستون پنجم ماتريس را بر حسب پايه ها بنويسيد) ب
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   را در نظر بگيريد،A ماتريس-3-10

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−=
1100
1111

1111
A  

 را TAسپس رتبه، فضاي گستره، پوچي و فضاي پوچي ماتريس.  را بدست آوريدTAماتريس) الف
  .حساب كنيد

)()(هيد نشان د) ب TANAR )()( و ⊥ ANAR T   . است⊥
  
3-11-  a،bو cرا چنان بيابيد كه رتبه ماتريس A گردد3 و يكبار2، يكبار 1 يكبار .  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

39
131

3

b

ca
A  

  
ه يك را مي توان بصورت حاصلضرب دو بردار ستوني و  نشان دهيد هر يك از ماتريس هاي رتب-3-12

  .سطري نمايش داد

) الف
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
=

000
963

642
321

A      ب(
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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−−

−
=
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936
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)ج
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

=
61123
122246
61123

A  

  
   دستگاه معادلات زير سازگار است؟b براي چه مقاديري از بردار-3-13

) الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−− 3

2

1

3

2

1

241
482
241

b
b
b

x
x
x

) ب    
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−− 3

2

1

3

2

1

41
92
41

b
b
b

x
x
x

   

  
   تبديل خطي زير را در نظر بگيريد،-3-14

)4,3,23(),,( zyzxzyxzyxT +−+++=  
  .فضاي گستره و كرنل اين تبديل خطي را بيابيد نمايش ماتريسي،
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:33 تبديل خطي-3-15 RT →ℜ3 پايه هاي استاندارد فضايℜ تبديل مي كند، را بصورت زير  

)4,3,2()1,0,0(
)6,,3()0,1,0(

)2,,1()0,0,1(

2
9

2
3

−=

−−=

= −

T
T
T

  

)1,1,5(تبديل يافته بردار   . را تحت اين نگاشت بدست آوريد−
  
 خطي بودن تيديل هاي زير را بررسي نماييد، در صورت خطي بودن فضاي گستره و كرنل آنها -3-16

  .را بدست آوريد
::),()25,12,7,32()الف 42 yxyxyxyxyxT −++−−ℜ→ℜ a  
::),,(),,,2() ب 43 yxyzyxzxzyxT −−+−ℜ→ℜ a  
::),,()6,4,23() ج 33 yxzxzyxzyxT +−−+ℜ→ℜ a  
  
 نشان دهيد هر يك از مجموعه هاي زير يك زير فضاي برداري براي فضاي برداري مر بوطه -3-17

  .هستند

⎥ بالا مثلثي به فرم×22تمامي ماتريس هاي) الف
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
d
ba

0
22)(براي فضاي برداري  ( ℜΜ ×(  

} مجموعه) ب }0=+−ℜ∈= zyxzyxS 2|],,[   )3ℜبراي فضاي برداري (3

]مجموعه ) ج ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= 0

3
2

0
1|

0 3
4

z
yx

z
yx

S) 22)(براي فضاي برداري ℜΜ ×(  
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  صل چهارمف
  
 
 

  متعامد سازي
  و

  مسئله حداقل مربعات
  
  
 
 

  مقدمه 4-1
مفهوم متعامد سازي، تصاوير متعامد و اهميت آنها پرداخته شده است و الگوريتم  به در فصل چهارم

 به عنوان يك روش متداول جهت متعامد MATLABفرايند گرام اشميت همراه با كد نويسي هاي 
ئله حداقل مربعات و كاربرد آن در حل دستگاه معادلات ناسازگار سپس مس. سازي معرفي مي گردد

ه بدست آوردن معادلات نرمال و روش هاي حل آنها بطور مستقيم و با استفاده از نحومطرح شده و 
در انتهاي فصل به موضوع كاربرد روش حداقل مربعات در .  ارائه مي شودQRتجزيه چالسكي و تجزيه 
از مباحث پايه اي در تخمين و شناسايي سيستم ها مي باشد پرداخته شده و برازش داده ها، كه يكي 
  .ه با كد نويسي هاي مربوطه آورده شده استاچند مثال كاربردي همر
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   متعامد سازي4-2
 متعامد 1V بر هر بردار در زيرفضايu متعامد گويند، اگر بردار1V را بر زيرفضايuبردار  
 1مكمل متعامد باشد، 1Vبه مجموعه اي كه شامل تمامي بردارهاي متعامد بر زيرفضايباشد و 

⊥ گويند و آن را با نماد 1Vزيرفضاي 
1Vنشان مي دهند   .  

  با هر بردار در زيرفضاي1V را متعامد گويند، اگر هر بردار در زيرفضاي2V و1Vفضايزيردو 
2Vمتعامد باشد  .  
  

  1-4مثال
   گردند، بصورت زير تعريف ميAچهار زيرفضاي اصلي ماتريس

                فضاي گستره-
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =→ℜ∈∃ℜ∈= bxxb AAR nm)(  

  
}                             فضاي پوچي- }0xx =→ℜ∈= AAN n)(  
  

             فضاي سطرها-
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =→ℜ∈∃ℜ∈= bxxb TmnT AAR )(  

  
}                  فضاي پوچي چپ- }0xx =→ℜ∈= TmT AAN )(  
  

    متعامد هستند،Aفضاي پوچي ماتريساز مطالب فصل قبل داريم فضاي سطرها و 
)()( ANAR T ⊥  

)()(لذا مي توان نوشت، ANAR T =⊥  
   نيز متعامد هستند،A همچنين فضاي ستون ها و فضاي پوچي چپ ماتريس

)()( TANAR ⊥  
)()(لذا مي توان نوشت، TANAR =⊥  

□  
  

  2-4مثال
   . مجموعه متعامد، مستقل خطي هستندثابت كنيد تمامي بردارهاي يك

mvvvيك مجموعه متعامد با بردارهاي غير صفر ,,, 21 Kاسكالرهايستفاده از با ا . را در نظر بگيريد  
ℜ∈mccc ,,, 21 K  توان نوشت،يك تركيب خطي از اين بردارها را بصورت زير مي  

                                                 
١ Orthogonal Complement 
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0vvv =+++ mmccc K2211  
miبراي هر ,,2,1 K=،داريم   

iii

immii

immi

c

ccc

ccc

vv

vvvvvv

vvvvv0,

,

,,,

,0

2211

2211

=

+++=

+++==

K

K

  

jiاز آنجائيكه بردارها متعامد هستند، بنابراين براي ji=0 داريم≠ v,v0 و از آنجائيكه≠iv 
,0 پس،است ≠ii vv0، لذا بايد=icبدين ترتيب نشان داديم كه،.  باشد  

021 ==== mccc K  
mvvvپس بردارهاي ,,, 21 Kمستقل خطي هستند .  

□  
  
   اشميت– فرآيند يكامتعامد سازي گرام -4-2-1

nvvvفرض كنيد بردارهاي ,,, 21 Kرداري بردارهاي پايه فضاي بn1بعديV هستند، اگر 
nvvvبردارهاي پايه ,,, 21 K گويند و هر بردار 1پايه هاي متعامد متعامد باشند، به آن مجموعه 

   را مي توان بصورت تركيب خطي زير نمايش داد،1Vبعديn متعلق به فضاي برداريuمانند

)4-1(    n
n

n,,,
v

v

vu
v

v

vu
v

v

vu
u 222

2

2
12

1

1 +++= L  

  
nvvv اگر بردارهاي پايه ,,, 21 K گويند، در 2پايه هاي يكامتعامد يكامتعامد باشند به آن 

 را مي توان بصورت تركيب خطي زير 1Vبعديn متعلق به فضاي برداريuاينصورت هر بردار مانند
  نمايش داد،

)4-2(     nn,,, vvuvvuvvuu +++= L2211  
neeeبطور نمونه بردارهاي پايه استاندارد ,,, 21 Kدر فضاي برداري nℜ تشكيل يك مجموعه پايه 

  . هاي يكامتعامد را مي دهند
  

حال چگونه مي توان بردارهاي پايه موجود را بصورت پايه هاي متعامد و يكامتعامد تبديل 
 به بردارهاي پايه متعامد و يكامتعامد استفاده مي ديل بردارهاي پايه كه براي تبيكي از روش هايي .كرد

  . در ادامه به شرح آن مي پردازيم معروف است، 3 اشميت–فرآيند گرام شود به 

                                                 
١ Orthogonal Basis 
٢ Orthonormal Basis 
٣ Gram-Schmidt Process 
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ساسي بكار گرفته شده در اين فرآيند را مي توان بصورت زير خلاصه كرد، دو بردار ايده ا
هدف اين است .  در نظر بگيريد، كه لزوماً متعامد نيستند1V را در فضاي برداري2u و1vمخالف صفر

  بصورت2v آن را به يك بردار2u از بردار11vαبه شكلكه با زدودن برخي از بردارهايي 
1122 vuv α−=2 تبديل كنيم، به نحوي كه بردارهايv1 وvدنبال ه به عبارتي ما ب.  متعامد باشند

   هستيم، بطوريكه شرط زير برقرار گردد،1αعداد حقيقي مناسبي ماننديافتن ا
0112121 =−= vu,vv,v α  

  تعبير هندسي مسئله بصورت زير مطرح مي گردد،
  

  
   نمايش هندسي دو بردار عمود بر يكديگر-)1-4(شكل

  
  از اين رو مي توان نوشت،

2
1

21

11

21
111121 0

v
u,v

v,v
u,v

v,vu,v ==→=− αα  

   متعامد خواهند بود، 2v و1v بصورت بالا مناسب خواهد بود و نتيجتاً دو بردار1αبنابراين انتخاب

12
1

21
22 v

v
u,v

uv −=  

  
mvvvدر حالت كلي بردارهاي غير صفر   ,,, 21 K1 غير صفر و بردار+mu را در فضاي 

mmvvv يك تركيب خطي بصورتمي خواهيم .  در نظر بگيريد1Vبرداري ααα +++ K2211 
mvvv كه بصورت زير تعريف مي گردد، بر هر يك از بردارهايmv+1بيابيم، بطوريكه بردار ,,, 21 K 

  عمود باشد،
)4-3(     mmmm vvvuv ααα −−−−= ++ L221111  

,mبه عبارتي در اينجا بايد اسكالرهاي حقيقي مناسب ααα ,,21 K را بيابيم، به طوريكه شرط زير 
  برقرار باشد،

mi,, mmmimi ,,2,1,0221111 KL ==−−−−= ++ vvvuvvv ααα  
  بدين ترتيب رابطه بالا به شكل زير قابل بيان است،

022111 =−−−−+ mimiimi ,,,, vvvvvvuv ααα L  

1v2u
2v
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  ها بصورت زير تعريف مي شوند،iαبراين هر يك ازبنا  

)4-4(           2
11

i

mi

ii

mi
i

,
,

,

v

uv
vv

uv ++ ==α  

mvvv با تعريف زير بر هر يك از بردارهايmv+1به اين ترتيب بردار ,,, 21 K،عمود خواهد بود   

)4-5  (  m
m

mmmm
mm

,,,
v

v

uv
v

v

uv
v

v

uv
uv 2

1
22

2

12
12

1

11
11

+++
++ −−−−= L  

  
  3-4مثال

  بردارهاي زير را در نظر بگيريد،

]2,6,1,2[],0,0,10,2[],0,3,3,3[],0,1,2,1[ 432 −−=−=== uuuu1  
04321از آنجائيكه ≠uuuu است، اين بردارها مستقل خطي مي باشند، لذا مجموعه 

{ }4321 ,,, uuuu4 تشكيل يك پايه براي فضاي برداريℜحال مي خواهيم با استفاده از.  مي دهند 
  . اشميت اين بردارهاي پايه را به بردارهاي پايه متعامد تبديل نماييم-فرآيند گرام 

]0,1,1,1[]0,2,4,2[]0,3,3,3[]0,1,2,1[
6

12]0,3,3,3[

]0,1,2,1[
]0121[

]0333[]0121[
]0333[

]0121[

212
1

21
22

11

−=−−−+=−=

−=−=

==

,,,

,,,,,,,
,,,

,

,,,,

v
v

uv
uv

uv

  

]0,1,0,1[]0,4,4,4[]0,3,6,3[]0,0,10,2[

]0,1,1,1[
3

13]0,1,2,1[
6

18]0,0,10,2[

]0,1,1,1[
]0,1,1,1[

]0,0,10,2[],0,1,1,1[
]0,1,2,1[

]0,1,2,1[

]0,0,10,2[],0,1,2,1[
]0,0,10,2[

,,

22

22
2

32
12

1

31
33

−=−−++−=

−−−−=

−
−

−−
−

−
−−=

−−= v
v

uv
v

v

uv
uv
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]2,0,0,0[]0,2,0,2[]0,3,3,3[]0,1,2,1[]2,6,1,2[

]0,1,0,1[
2
4]0,1,1,1[

3
9]0,1,2,1[

6
6]2,6,1,2[

]0,1,0,1[
]0,1,0,1[

]2,6,1,2[],0,1,0,1[

]0,1,1,1[
]0,1,1,1[

]2,6,1,2[],0,1,1,1[
]0,1,2,1[

]0,1,2,1[

]2,6,1,2[],0,1,2,1[
]2,6,1,2[

,,,

2

22

32
3

43
22

2

42
12

1

41
44

=−+−++−−=

−−−−−−−=

=−
−

−−−
−

−
−

−−−
−

−−
−−−=

−−−= v
v

uv
v

v

uv
v

v

uv
uv

  

  
  به اين ترتيب بردارهاي بدست آمده بصورت زير دو به دو متعامد هستند،

]2,0,0,0[],0,1,0,1[],0,1,1,1[],0,1,2,1[ 4321 =−=−== vvvv  
  

} لذا مجموعه }4321 ,,, vvvv4 بردارهاي پايه متعامد براي فضاي برداريℜبا نرماليزه .  مي باشد
  كردن اين بردارها مي توان بردارهاي پايه يكا متعامد را نيز بدست آورد،

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
=−==

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
===

0,
3

1,
3
1,

3
1)0,1,1,1(

3
11

0,
6

1,
6

2,
6

1)0,1,2,1(
6

11

2
2

2

1
1

1

v
v

w

v
v

w
  

( )1,0,0,0)2,0,0,0(
2
11

0,
2
1,0,

2
1)0,1,0,1(

2
11

4
4

4

3
3

3

===

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
=−==

v
v

w

v
v

w
  

  
}بنابراين، مجموعه }4321 ,,, wwww4 بردارهاي پايه يكامتعامد براي فضاي برداريℜهستند  .  

□  
  

 براي يكامتعامدسازي يك دسته بردار هم مرتبه بر MATLAB در نرم افزار gramsch.mبرنامه 
در اين برنامه بردارهاي مذكور بصورت ستون هاي يك .  اشميت نوشته شده است-اساس روش گرام
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end

k));:,k)/norm(V(V(:,  k)V(:,

end

j);V(:,*k))j)'*A(:,(V(:, - k)V(:,  k)V(:,

1-k:1j for

k);A(:,  k)V(:,

n:1k for

size(A);  n][m,

gramsch(A)  V function

method izationorthogonal Schmidt-Gram %

=

=

=

=

=

=

=

  

  اجراي برنامه بصورت زير است،
  

1.0000   0         0         0         

0.0000    0.7071-   0.5774    0.4082    

0.0000    0.0000-   0.5774-   0.8165    

0.0000    0.7071    0.5774    0.4082    

= V

gramsch(A) = V

u4]; u3 u2 [u1=A

];[-2;1;-6;2=u4 ];[2;-10;0;0=u3 [3;3;3;0];=u2 [1;2;1;0];=u1

  

  
   حاصل يك ماتريس متعامد است، اين موضوع را مي توان بصورت زير بررسي نمود،Vدر اينجا ماتريس

  

1.0000    0.0000    0.0000-   0.0000    

0.0000    1.0000    0.0000    0.0000-   

0.0000-   0.0000    1.0000    0.0000    

0.0000    0.0000-   0.0000    1.0000    

= ans

V'*V 

  

□  
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  4-4مثال
   را در نظر بگيريد،Aماتريس
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⎡ −
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A  

 اشميت پايه ها را - را بدست آوريد، سپس با استفاده از روش گرامAپايه هاي فضاي گستره ماتريس
  .به پايه هاي يكامتعامد تبديل نماييد

  
 را بدست مي Aيافته ماتريسبراي بدست آوردن پايه هاي فضاي گستره فرم سطري پلكاني كاهش 

  آوريم،
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  با توجه به محل عناصر محوري پايه هاي فضاي گستره بصورت زير بدست مي آيد،
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  اشميت اين پايه ها را به پايه هاي يكامتعامد تبديل مي نماييم،-حال با اعمال فرايند گرام
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  به اين ترتيب پايه هاي متعامد بصورت زير بدست مي آيند،

]
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14
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== vvv

  
  با نرماليزه كردن اين بردارها مي توان بردارهاي پايه يكا متعامد را بدست آورد،
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   نيز پاسخ چنين بدست مي آيد،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0.5774    0.1543-  0.8018    

0.5774-   0.7715-   0.2673    

0.5774-   0.6172    0.5345    

= V

)gramsch(Rs = V

2     1     3     

1     0     1     

1-    1     2     

= Rs

p)A(:,=Rs

rref(A);=p][R,

5]; 2 1 2;3 1 0 1;1 1- 1 [2=A

  

 سپس با استفاده از برنامه ، را بدست مي آوريمAتدا پايه هاي فضاي گستره ماتريسدر اينجا اب
gramschآنها را يكامتعامدسازي مي كنيم .  

□  
  

  5-4مثال
 اشميت را به يك دسته بردار يكامتعامد اعمال نماييم، نتيجه نهايي چه خواهد شد؟ با -اگر فرايند گرام
  .ر يكا متعامد پاسخ خود را بررسي نماييدانتخاب سه بردا

321سه بردار يكامتعامد ,, uuu،را در نظر بگيريد   
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   اشميت را بر اين سه بردار اعمال مي نماييم،-حال فرايند گرام
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  .ميت به يك دسته بردار يكامتعامد مجدداً خود بردارها بدست مي آيندلذا با اعمال فرايند گرام اش
□  
  

  6-4مثال
 اشميت را به يك دسته بردار وابسته خطي اعمال نماييم، نتيجه نهايي چه -اگر فرايند گرام  

  .خواهد شد؟ با انتخاب سه بردار وابسته خطي  پاسخ خود را بررسي نماييد
  

321سه بردار وابسته خطي ,, uuu،را در نظر بگيريد   
]1,0,1[],2,0,2[],1,0,1[ 321 −=−=−= uuu  

  
   اشميت را بر اين سه بردار اعمال مي نماييم،-حال فرايند گرام
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02 صفر بدست مي آيد، لذا فرايند متوقف مي شود زيـرا             2vمشاهده مي شود كه بردار     =v  اسـت .
  . اشميت بايد بردارها مستقل خطي باشند-بنابراين براي اجراي صحيح فرايند متعامد سازي گرام
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  اوير متعامد  تص-4-2-2
 uدر اينصورت براي هر بردار مانند.  باشد1V يك زيرفضاي برداري از فضاي2Vفرض كنيد  

   مي توان عبارت زير را نوشت،1Vدر فضاي برداري
)4-6(          uuu ⊥+=

22
projproj

VV  
uكه در آن

2
projV2 يك بردار در زير فضايV بردار 1تصوير متعامد است، كه به آنu2 بر رويV 

⊥uگفته مي شود و همينطور
2

proj
V

⊥ يك بردار در
2V) 2مكمل متعامدV ( مؤلفه است، كه به آن

 نشان داده  زير شكله در تعبير هندسي ساده از اين گفتيك.  مي گويند2V عمود برuبردار 2عمودي
   است،شده

  
  

   نمايش هندسي تصوير متعامد يك بردار-)2-4(شكل
  

   نوشت،1v را مي توان بصورت مجموع مؤلفه هاي عمودي و افقي آن نسبت به بردار2uبردار
222112

11
projproj uuvvu

vv ⊥+=+=α  
  اشميت مي توان نوشت،-رفي با توجه به فرآيند گراماز ط

)4-7(            12
1

21
21

proj v
v

u,v
uv =  

nvvv مجموعه اي از بردارهاي پايه متعامد بصورت2Vحال اگر زير فضاي ,,, 21 K داشته باشد، در 
   را بصورت زير مي توان نوشت، رابطه بالااينصورت

)4-8(                 n
n

n
V

,,,
v

v

uv
v

v

uv
v

v

uv
u 222

2

2
12

1

1
2

proj +++= L  

  
 بر روي يك يك بردارهاي پايه u تصوير برداراز اجزاي عبارت سمت راست رابطه بالادر واقع هر يك 

nvvvمتعامد ,,, 21 Kمي باشد و مجموع اين تصاوير تصوير بردار u2ي بر روي زيرفضاV را نتيجه 
nvvvحال اگر بردارهاي پايه. مي دهد ,,, 21 K،يكامتعامد باشند داريم   

)4-9(      nnV ,,, vuvvuvvuvu +++= L22112
proj  

                                                 
١ Orthogonal Projection 
٢ Orthogonal Component 

1v
2u

2v

11vα
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  7-4مثال
   را بدست آوريدAR)( بر رويb را در نظر بگيريد، تصوير متعامد بردارb و بردارAماتريس
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   را بدست مي آوريم،AR)(ابتدا پايه هاي يكامتعامد
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   اشميت استفاده كنيم،-بايد از فرايند گرام
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,21 يكامتعامد را بر روي پايه هايbحال تصوير بردار ww،بدست مي آوريم   
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  يم، را بدست مي آورAR)(پايه هاي يكامتعامد اشميت -با استفاده از فرايند گرامابتدا 
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,21 را بر روي پايه هاي يكامتعامدbحال تصوير بردار ww،بدست مي آوريم   
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  . خود بردار استAR)( بوده، لذا تصوير متعامد آن بر رويAR∈b)(مي توان نتيجه گرفت كه
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   را بدست مي آوريم،AR)( اشميت پايه هاي يكامتعامد-ابتدا با استفاده از فرايند گرام
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,21 را بر روي پايه هاي يكامتعامدbحال تصوير بردار ww،بدست مي آوريم   
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عامد  به راحتي مي توان آن را به برنامه اي تبديل كرد كه تصوير متgramschبا كمي تغيير در برنامه 

  يك بردار را بر روي فضاي گستره يك ماتريس بدست آورد،
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   مسئله حداقل مربعات4-3
از . يكي از مهمترين كاربردهاي تصاوير متعامد در حل دستگاه معادلات خطي ناسازگار است  
دستگاه معادلات خطي ناسازگار جواب ندارد، اين سؤال در ذهن ايجاد شود كه چرا ما به اين  آنجائيكه

  وضوع مي پردازيم؟ براي روشن تر شدن مطلب به دو مثال زير توجه كنيد،م
  

  8-4مثال
  معادله خطي را بيابيد كه از چهار نقطه زير عبور كند،

)13,2(,)9,1(,)11,4(,)1,1( −−−−−  
nmxyفرم كلي معادله خط را بصورت براي اينكه خط مذكور از اين نقاط .  در نظر مي گيريم=+

با قرار دادن هر يك از نقاط بالا در معادله خط، .  بايد مختصات نقاط در آن صدق نمايدعبور كند
  معادلات زير بدست مي آيند،
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 بنابراين معادله خط مذكور بصورت.  بدست مي آيدn=−5 وm=4با حل معادلات بالا جواب
54 −= xyلازم به ذكر است كه اين نمونه اي از يك دستگاه معادلات سازگار است.  مي باشد. 

   زير بررسي كرد،تسازگار بودن سيستم را مي توان بصور
2)|(rank)rank( ==→= bbx AAA  

□  
  

  9-4مثال
  معادله خطي را بيابيد كه از چهار نقطه زير عبور كند،

)35,5(,)110,7(,)21,1(,)70,3( −−−  
انجام شد، با قرار دادن هر يك از نقاط در معادله خط، معادلات زير آنچه كه در مثال قبل همانند 

  بدست مي آيند،
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پس بر خلاف مثال .  آن وجود ندارداز آنجائيكه اين دستگاه معادلات ناسازگار است، لذا پاسخي براي
co  ناسازگار بودن سيستم را بررسي كرد،. نقطه عبور داددر اين حالت نمي توان خطي را از اين چهار قبل 
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3)|(rank,2)rank( ==→= bbx AAA  
براي اينكه اين سيستم ناسازگار را بيشتر بررسي نماييم .  و سيستم ناسازگار استAR∉b)(لذا 

  نمودار مختصات نقاط را رسم مي نماييم،

  
  نقطه از سيستم نازگار چهار -)3-4(شكل

  
 چهار نقطه مذكور بر روي يك خط راست قرار ندارند و همانطور كه گفته شد، با توجه به شكل بالا

ليكن ممكن است اين چهار نقطه از نتايج تجربي يك . دستگاه معادلات حاصل نيز ناسازگار مي باشد
زه گيري از مقدار واقعي خود سري آزمايشات بدست آمده و به خاطر برخي خطاهاي فيزيكي و اندا

در اينجا مسئله اي كه مطرح مي شود آن . منحرف شده بر راستاي يك خط راست قرار نگرفته باشند
است كه آيا مي توان معادله خطي را بدست آورد كه اين چهار نقطه  بطور تقريبي بر روي آن قرار 

  گيرد؟
□  
  
   1مسئله حداقل مربعات  تعريف-4-3-1

   زير را در نظر بگيريد،ت خطي ناسازگاردستگاه معادلا
bx =A  

  لذا داريم،.  تساوي مذكور برقرار نيستx و براي هيچ مقدار ازAR∉b)( سيستم ناسازگار است چون
)4-10(           x-b A=ε  

                                                 
١ Least Square Problem 
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  ،با استفاده از نُرم دو بصورت زير تعريف مي شود خطا اشد، اندازه مي ب1بردار خطا εكه در آن
)4-11(        xb A−=ε  

bxبراي يك سيستم ناسازگار   =Aهدف يافتن برداري مانند ،x̂ است، بطوريكه خطاي 
xbمحاسبه شده بصورت  ˆˆ A−=εدر اينصورت بردار.  كوچكترين مقدار خطاي ممكن باشدx̂ را 
xb در واقع بايد بردار. مي گويند2جواب حداقل مربعات ˆˆ A=تا حد ممكن به بردار b شبيه باشد و 
ˆ)(مسخص است كه بايد AR∈bپس به دنبال بهترين تقريب براي بردار.  باشدbدر )(ARهستيم  .
   را بصورت زير انتخاب نماييم،b̂براي اين منظور بايد

)4-12                             (            bb )(projˆ
AR=  

لذا براي حل .  است ممكن بهترين تقريبA بر روي فضاي گستره ماتريسbريعني تصوير متعامد بردا
bbابتدامسئله حداقل مربعات بايد  )(projˆ

AR=را بيابيم و سپس معادله xb ˆˆ A=را حل كنيم .  
  

بهترين تقريب   باشد،1V∈u و1Vزيرفضاي برداري از فضاي برداري يك 2Vاگر: قضيه
u، يعني2V بر تصوير متعامد آن2V در زيرفضايuبراي بردار

2
projV ريب براي هر تق مي باشد و

uغير از (wديگري مانند بردار
2

projV (اندازه خطا بزرگتر خواهد بود،  
)4-13(                 wuuu −<−

2
projV  

  
   مي توان نوشت،2V∈w براي هر بردار :اثبات  

)proj()proj(
22

wuuuwu −+−=− VV  
)proj(در عبارت اخير جزء

2
wu −V2 تفاضل دو بردار در زير فضايV را نشان مي دهد، كه حاصل 

)proj(ليكن جزء.  قرار دارد2Vآن نيز در همان زير فضاي
2
uu V−در واقع همان u⊥

2
proj

V
 است،  

.  متعامد مي باشد2V مي باشد، لذا با هر بردار در زيرفضاي2V بر زير فضايuكه مؤلفه عمودي بردار
)proj(از اين رو بردارهاي

2
wu −Vو )proj(

2
uu V− بنابر رابطه فيثاغورت مي توان . متعامد هستند

  نوشت،
2222 )proj()proj()proj()proj(

2222
wuuuwuuuwu −+−=−+−= VVVV-  

uwحال اگر
2

projV≠0 باشد در اينصورت)proj(
2

2
>−wuVبنابراين داريم،.  است  

)proj()proj(
22

22 uuwuuuwu VV −>−→−>−  
□  

                                                 
١ Error Vector 
٢ Least Square Solution 
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  10-4مثال
  . براي سيستم ناسازگار زير پاسخ مسئله حداقل مربعات را با استفاده از تصاوير متعامد بيابيد
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تصوير  را بدست مي آوريم سپس AR)( اشميت پايه هاي يكامتعامد- استفاده از فرايند گرامابتدا با
   را بر روي پايه ها بدست آوريم،bمتعامد بردار
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,21 را بر روي پايه هاي يكامتعامدbصوير بردارحال ت ww،بدست مي آوريم   
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bxحال با حل معادله ˆˆ =A،جواب مسئله حداقل مربعات را بدست مي آوريم   
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)70,3,()21,1,()110,7,()35,5(ي خطي كه از چهار نقطهبنابراين بهترين تقريب برا  بگذرد −−−
  بصورت زير مي باشد،

4.291.12 +−=+= xnmxy  
□  co
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   معادلات نرمالاستفاده از  -4-3-2
  و خوش حالت، رتبه كاملAيكي از روش هاي حل مسئله حداقل مربعات با ماتريس  

  .استفاده از معادلات نرمال است
 جواب مسئله حداقل مربعات براي يك دستگاه  معادلات خطي ناسازگار x̂اگر بردار : هقضي  

bxبصورت  =A،باشد، مي تواند جواب دستگاه معادلات خطي زير نيز باشد   
)4-14(      bx TT AAA =  

در د،  و خوش حالت باش رتبه كاملAماتريسين رو اگر  مي شود، از اگفته 1معادلات نرمالكه به آن 
   حداقل مربعات منحصر بفرد بصورت زير بدست آورد،اينصورت مي توان يك پاسخ

)4-15(        bx TT AAA 1)(ˆ −=  
bxاين جوابي است كه −Aرا مينيمم مي نمايد  .  

  
   جواب مسئله حداقل مربعات باشد، لذا داريم،x̂ار  فرض كنيد برد: اثبات  

bx )(projˆ ARA =  
  اين رابطه را مي توان بصورت زير بازنويسي كرد،

b-bx-b )(projˆ ARA =  
b-bبردارمي دانيم  )(proj ARمتعلق به زير فضاي ⊥)(AR همان يا)( TANطبق تعريف.  مي باشد 

)( TAN،داريم   
{ }0xx =→ℜ∈= TmT AAN )(  

  لذا بايد داشته باشيم،
xb0b)-b)x-b ˆproj(ˆ( )( AAAAAA TT

AR
TT =→==  

ن لذا جواب منحصر بفرد اي. است معكوس پذيرAATباشند ماتريسرتبه كامل  A ماتريسحال اگر
  معادله بصورت زير بدست مي آيد،

bx TT AAA 1)(ˆ −=  
bxبنابراين مي توان گفت كه. كه همان جواب حداقل مربعات است TT AAA 1)(ˆ   مقدار=−

bx −Aرا مينيمم مي كند  .  
□  
  

bbبا توجه به نتيجه بدست آمده بردار   )(projˆ
AR=ورت زير نيز بيان كرد، را مي توان بص  

)4-16(                     bbbbx PAAAAA TT ==→= −1)(ˆˆˆ  

                                                 
١ Normal Equations 
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ه از اين ماتريس مي توان تصوير متعامد هر با استفاد.  گويندAR)(1ماتريس تصوير،  راPماتريس
)( را بر رويmb×1بردار nmAR TTLهمچنين ماتريس  . بدست آورد× AAAA 1)( معكوس  را=−
   گويند،A ماتريس2چپ

 )4-17(       TTL AAAA 1)( −=  
   را مي دهد،nI ضرب شود ماتريس واحدA در از سمت چپزيرا اگر

n
TTTTLM IAAAAAAAAAA === −− )()()( 11  

  
  11-4مثال
   دستگاه معادلات ناسازگار مثال قبل را با استفاده از معادلات نرمال حل مي كنيم،حال
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  با توجه به معادلات نرمال داريم،
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)70,3,()21,1,()110,7,()35,5(ي خطي كه از چهار نقطهبنابراين بهترين تقريب برا  بگذرد −−−

   كه همان نتيجه مثال قبل است،بصورت زير مي باشد،
4.291.12 +−= xy  

  
  ، حال مي توان در صورت نياز خطاي تقريب را نيز محاسبه كرد

                                                 
١  Projection Matrix 
٢ Left Inverse 
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   توان نوشت، ميx̂با در نظر گرفتن مقدار تقريب
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1.4)4.29)7(1.12(110ˆ
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  بنابراين بردار خطا بصورت زير بدست مي آيد،
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  خطا را مي توان به شكل زير محاسبه كرد،نُرم مقدار 
0125.82.64,2.64)9.3()1.4()7.3()3.4(ˆ 22222 ===−+−++= εε  

  . خواهد شد0125.8خطا بزرگتر ازنُرم اب گردد  انتخn وmدر واقع هر مقدار ديگري براي
  

 از عملگر تقسيم د رتبه كامل و خوش حالت باشAماتريساگر  MATLABدر نرم افزار   
bx مي توان براي حل مسئله حداقل مربعات سيستم ناسازگار( \ )چپ  =Aاستفاده نمود .   

8.0125   

e

b)-x*norm(Ae

29.4000   

12.1000-  

= x

b\Ax

;-35];[70;21;110=b

1]; 1;5 1;-7 1;1 [-3=A

=

=

=

  

  
اگر نقص رتبه وجود داشته باشد پيغام اخطار مربوطه ظاهر مي گردد، در اينصورت مي توان از دستور 

pinv(A)اين دستور شبه معكوس ماتريس   استفاده نمودAالبته تعداد .  را محاسبه مي نمايدco
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 استفاده ( \ )شتر از حالتي است كه از عملگر تقسيم چپمحاسباتي كه در اين حالت انجام مي شود بي
به مثال زير توجه . تعريف شبه معكوس و نحوه محاسبه آن در مباحث بعدي آورده شده است. مي شود
  نماييد،

196        

 nflps

0.1509     

0.9151     

 x

flops  nflps

b*pinv(A)  x

flops(0)

92        

 nflps

0.1509     

0.9151     

 x

flops  nflps

b\A  x

flops(0)

;3]' 2 [1  b

2]; 1 10; 1 1; [2  A

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

  

□  
  

  12-4مثال
  ريد، را در نظر بگيb و بردارAماتريس
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⎥
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⎡
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bA  

bxسازگار يا ناسازگار بودن دستگاه معادلات) الف =Aرا بررسي نماييد .  
  
rank)(2 از آنجاييكه - =A 3 و)|(rank =bAاين را مي توان .  است، لذا سيستم ناسازگار است

co  سيستم نتيجه گرفت،از روي فرم سطري پلكاني كاهش يافته 
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[ ]
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⎢
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⎡
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Ab  

  . بدست آوريد راAR)( و ماتريس تصويرAR)( بر رويb يعني تصوير متعامد بردارb̂بردار)  ب
  وش را مي توان بكار برد، دو رb̂ براي بدست آوردن بردار-
 را AR)( بر رويb اشميت مي توان تصوير متعامد بردار- با استفاده از متعامد سازي و روش گرام-1

   را بدست مي آوريم،AR)(محاسبه كرد، ابتدا پايه هاي يكامتعامد
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⎢
⎢

⎣
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0
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,
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21 ww  →اشميت                -  پايه هاي يكامتعامد با روش گرام   

21 را بر روي پايه هايbحال تصوير بردار , ww،بدست مي آوريم   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→+=

0
3
2

ˆ,,ˆ
2211 bwbwwbwb  

   بصورت زير بدست مي آيد،b̂ با استفاده از معادلات نرمال بردار-2

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→== −

0
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ˆ)(ˆˆ 1 bbxb TT AAAAA  

   است كه بصورت زير بدست مي آيد،b̂ وb در واقع ارتباط بين بردارAR)(ماتريس تصوير -

⎥
⎥
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⎢
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⎡
=→== −
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001

)(ˆ 1 PPAAAA TT bbb  

  
  . بيابيدA يك معكوس چپ براي ماتريس)ج
   بصورت زير بدست مي آيد،A معكوس چپ ماتريس-
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  13-4ثالم
با روش معادلات نرمال ب حداقل مربعات را ناسازگار بودن دستگاه معادلات را بررسي نماييد و جوا

  .محاسبه كنيد

 )الف
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=+−

=

12
0

12

2

21

1

x
xx

x
  

   سازگار يا ناسازگار بودن را بررسي مي كنيم،ابتدا
==→سيستم ناسازگار است 3)|(rank,2)(rank bAA  

  حال جواب حداقل مربعات را بدست مي آوريم،
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  توجه نماييد، MATLABدر نرم افزار به حل مسئله 

105   

= nflops

flops=nflops

0.3333-   

0.3333    

= x

A'*b*inv(A'*A)=x

flops(0)

[1;0;-1];=b

2]; 1;0 0;-1 [2=A

  

  
 براي بدست آوردن جواب استفاده كرديم و تعداد محاسبات را نيز بدست invدستور در اينجا از 

 مسئله را حل مي كنيم و تعداد محاسبات را مقايسه مي (\)حال يكبار هم با استفاده از عملگر . آورديم
co  نماييم،
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57 

= nflops

flops=nflops

0.3333-   

0.3333    

= x

(A'*b)\(A'*A)=x

flops(0)

   

  

 invي با ابعاد بالا استفاده از دستور  در اين حالت بسيار كمتر است و براي ماتريس هاتعداد محاسبات
  .اكيداً توصيه نمي شود

  

 )ب
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  ابتدا سازگار يا ناسازگار بودن را بررسي مي كنيم،
==→سيستم ناسازگار است 4)|(rank,3)(rank bAA  

  حال جواب حداقل مربعات را بدست مي آوريم،
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   توجه نماييد،MATLABبه حل مسئله در نرم افزار 

1.1591    

1.9318-   

0.5455-   

= x

(A'*b)\(A'*A)=x

[3;7;6;1];=b

2];- 2- 2;1 2- 10;1 2 4;2 0 [1=A
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   استفاده از تجزيه چالسكي-4-3-3
. يكي از كاربردهاي تجزيه چالسكي استفاده از آن در حل مسئله حداقل مربعات مي باشد  

  معادلات نرمال را در نظر بگيريد،
bx TT AAA =  

براي .  يك ماتريس مثبت معين استAAT رتبه كامل باشد، ماتريسAانيكه ماتريسمي دانيم زم
  نشان دادن اين موضوع مي توان از تعريف ماتريس مثبت معين استفاده نمود،

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

≠>
==

0xx

0xx
xxxxT
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)()()(
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T
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A
AAAAT  

بدست آورد و براي بدست آوردن جواب مسئله حداقل مربعات  را AATمي توان تجزيه چالسكي لذا 
  از طريق تجزيه چالسكي روند زير را طي نمود،

bdbxbx
xd

T
C

T
AAC

TT AACAAA
T

=→=→=
==

  
TLLC را بصورتCسپس تجزيه چالسكي ماتريس    بدست آورده و معادلات زير را حل نمود،=

)4-18(            
⎩
⎨
⎧

=

=

zx
dz

TL
L  

  14-4مثال
  براي دستگاه معادلات زير مسئله حداقل مربعات را با استفاده از تجزيه چالسكي حل نماييد،
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rank)(3از آنجاييكه =A4 و)|(rank =bAاست، لذا سيستم ناسازگار است .  
AAC مقدارهايابتدا T=و bd TA=،را بدست مي آوريم   
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  سپس معادله نرمال را حل مي نماييم،
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co   بصورت زير مي باشد،Cتجزيه چالسكي ماتريس
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  حال بايد دستگاه معادلات را حل نمائيم،
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],,[],,[از اين معادلات مقدار 5

1
5
1

5
7

321 =zzz بدست مي آيد و سرانجام با حل دستگاه معادلات 
  آخر پاسخ مسئله حداقل مربعات محاسبه مي گردد،
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],,[],,[و از اينجا  25

1
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41

321 =xxxبدست مي آيد .  
  

 در اين برنامه  مي توان برنامه اي بصورت زير نوشت،MATLABبا استفاده از نرم افزار   
 محاسبه و سپس با توجه به الگوريتم موجود پاسخ حداقل مربعات AATابتدا تجزيه چالسكي ماتريس

  و نرم دو خطاي حاصل از تقريب محاسبه مي گردد،
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  15-4مثال
  را در نظر بگيريد،دستگاه معادلات زير 
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سپس جواب حداقل مربعات را تجزيه . ابتدا سازگار يا ناسازگار بودن دستگاه معادلات را بررسي نماييد
  .چالسكي بدست آوريد

rank)(2 از آنجاييكه - =A 3 و)|(rank =bAاست، لذا سيستم ناسازگار است  .  
AACمقدارهاي ابتدا - T=و bd TA=،را بدست مي آوريم   
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   سپس معادلات نرمال را با استفاده از تجزيه چالسكي حل مي نماييم،-
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   بصورت زير مي باشد،Cتجزيه چالسكي ماتريس

3
14

3
492121

3
77

33

0
0

217
73

22
2
22

2
21

212111

11
2

11

2
22

2
211121

2111
2

11

22

2111

2221

11

=−=→=+

=→=

=→=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
→=

lll

lll

ll

llll
lll

l
ll

ll
l

LLC T

  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

3
14
3

7

3
14

3
7 0

303
217
73

C  

  حال بايد دستگاه معادلات را حل نمائيم، -
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],[]1,[لذا جواب حداقل مربعات بصورت  7
2

21 =xxبدست مي آيد .  co
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار   

0.5345    

= e

b)-x*norm(A=e

0.2857    

1.0000    

= x

)(U'\(A'*b)\U=x

;chol(A'*A)=U

[1;2;2];=b

4]; 2;1 1;1 [1=A

  

□  
  
  QR استفاده از تجزيه -4-3-4

. ماتريس ها است QR1تجزيه يكي ديگر از روش هاي حل مسئله حداقل مربعات استفاده از   
nmAماتريسدر اين روش  QRA به حاصلضرب دو ماتريسرتبه كامل × كه در  تجزيه مي گردد، =

nmQآن، nnRومتعامد  ماتريس  يك×   يك ماتريس معكوس پذير بالا مثلثي با عناصر قطري مثبت×
  با استفاده از اين تجزيه معادلات نرمال را بصورت زير مي توان حل نمود،. است

bx
bx

bx

TTTT

TT

TT

QRQRQR
(QR)QR(QR)

AAA

=

=

=

  

nmQاز آنجائيكه n يك ماتريس متعامد است،×
T IQQ   لذا،.  مي باشد=

bxbx TTTT
n

T ARRQRRIR =→=  
nnRاز طرفي چون   بنابراين داريم،.  نيز معكوس پذير مي باشدTR يك ماتريس معكوس پذير است،×

)4-19(                                             bx TQR =  
QRA بايد ابتدا تجزيهxي بدست آوردن بردارلذا برا  را بدست آورده و سپس دستگاه معادلات زير =

  را حل نماييم،

)4-20(                                             
⎩
⎨
⎧

=
=

yx
by

R
QT

  

  
  

                                                 
١ QR Factorization 
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  16-4مثال
   حل نماييد،QR مربعات را با استفاده از تجزيهبراي دستگاه معادلات زير مسئله حداقل
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QRAتجزيه    بفرم زير مي باشد،=
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byبردار TQ=،بصورت زير بدست مي آيد   
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yxحال با حل معادله  =Rمقدار x،را بدست مي آوريم   
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QR Tbx  

],,[لذا جواب حداقل مربعات بصورت 25
1

25
4

25
41=xبدست مي آيد .  

□  
  

ماتريس رتبه . فاده مي نماييم اشميت است- از فرايند گرامR وQبراي بدست آوردن ماتريس  
]|||[كامل 21 nnmA aaa L=× را در نظر بگيريد، از آنجائيكه رتبه ماتريس كامل است، ستون هاي 

nmAماتريس  مستقل خطي مي باشند، لذا مي توان آنها را به عنوان بردارهاي پايه براي فضاي گستره ×
nmAماتريس  اشميت اين –از طرفي مي توان با اعمال فرآيند گرام . ، در نظر گرفتAR)( يعني،×

  بردارهاي پايه را به بردارهاي پايه متعامد تبديل كرد، بنابراين داريم،
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}لذا بردارهاي }nvvv ,,, 21 Lعادلات بالا را بصورت زير حال مي توان م.  پايه هاي متعامد هستند
  بازنويسي كرد،
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   نمايش ماتريسي اين معادلات به فرم زير خواهد بود،
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nmAماتريسمرحله در اين   را بصورت حاصلضرب يك ماتريس با بردارهاي ستوني متعامد در يك ×
nmQلذا براي بدست آوردن ماتريس.  با عناصر قطري يك نمايش داديمماتريس بالا مثلثي  كافي است ×

به اين ترتيب معادلات به فرم زير . كه بردارهاي ستوني متعامد را به بردارهاي يكامتعامد تبديل نماييم
  در مي آيند،
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كه در آن
i

i
i v

vq QRAبنابراين توانستيم تجزيه. ي باشد م=  را بدست آوريم، كه در آن ستون =

]|||[هاي ماتريس  21 nnmQ qqq L=×همان پايه هاي يكامتعامد شده مي باشند و nnR  يك ×
ن داد كه ماتريس حال مي توان نشا. ماتريس معكوس پذير بالا مثلثي با عناصر قطري مثبت مي باشد

nnRبالا مثلثي    بصورت زير قابل ساده سازي است،×

) 4-21(    
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bxعمليات محاسباتي در حل دستگاه معادلات تعداد   =×nmAبا استفاده از تجزيه QR 

  بصورت زير بدست مي آيد،
QRA بصورتA ماتريسQRتجزيه -1 =: flops2 2 →mn  
by بدست آوردن بردار-2 TQ= : flops2 →mn  
yx حل معادله -3 =Rبا روش جايگزيني پسرو  :flops2 →n  
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  17-4مثال
  . اشميت بدست آوريد- را با استفاده از فرايند گرامQR معرفي شده در زير تجزيهAبراي ماتريس
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 را Aاگر ماتريس. قل خطي هستند مستA است، پس ستون هاي ماتريسA≠0با توجه به اينكه
]||[بصورت 321 aaa=A،در نظر بگيريم، ستون هاي آن بصورت زير بدست مي آيند   
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  اشميت بردارهاي يكامتعامد زير بدست مي آيند،-با اعمال فرآيند گرام
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]||[ بصورتQبنابراين، ماتريس 321 qqq=Qحال ماتريس.  بدست مي آيدR،را بدست مي آوريم   
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  ود، بصورت زير خواهد بA ماتريسQRبنابراين تجزيه
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.  استفاده مي شودA ماتريسQR براي بدست آوردن تجزيهqr از دستور MATLABدر نرم افزار 
],[qr)( غير مربعي باشد دستورAزمانيكه ماتريس ARQ  و دستور 1 كاملQR تجزيه=

)0,(qr],[ ARQ در تجزيه كامل .  ارائه مي دهدA را براي ماتريس2 كاهش يافتهQR  تجزيه=
QR ماتريسnmR mmQ متعامداتريسم است و A يك ماتريس بالا مثلثي هم اندازه با ماتريس× ه  ب×

QRAگونه اي محاسبه مي شود كه nmQ متعامد ماتريسQR در تجزيه كاهش يافته. باشد= هم  ×
nnRو ماتريس Aاندازه با ماتريس   .س بالا مثلثي مي باشد يك ماتري×

6.5320    0         0         

4.0166-   1.0954-   0         

0.4472    0.8944-   2.2361-   

= R

0.4082    0.9129    0         

0.8165    0.3651-   0.4472    

0.4082    0.1826-   0.8944-   

= Q

qr(A)=R][Q,

1];- 1- 7;0 0 3;-1 1 [2=A

A of ionfactorizat QR Full %     

  

□  
  

  18-4مثال 
  . اشميت بدست آوريد- را با استفاده از فرايند گرامQR تجزيهAبراي ماتريس
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rank)(2با توجه به اينكه =Aيس است، پس ستون هاي ماترAمستقل خطي هستند .  
]|[ را بصورتA اگر ماتريس 21 aa=A،در نظر بگيريم، ستون هاي آن بصورت زير بدست مي آيند   
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  د،اشميت مطابق بخش بردارهاي يكامتعامد زير بدست مي آين-با اعمال فرآيند گرام
,]0,4,3[11 == av  

                                                 
١ Full Factorization 
٢ Reduced Factorization 
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]1,0,0[]0,8,6[]1,8,6[]0,4,3[
25
50]1,8,6[

]0,4,3[
]0,4,3[

]1,8,6[]0,4,3[
]1,8,6[ 212

1

21
22

=+−−=
−

−−−=

−−
−−−=−=

,,
v

v

av
av

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1
0
0

,
01

0
0

,
0
4
3

25
4
5
3

121 qqvv  

1,5 21 == vv  
]|[ بصورتQبنابراين، ماتريس 21 qq=Qحال ماتريس.  بدست مي آيدR،را بدست مي آوريم   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

10
105

0 2

211

v
a,qv

R  

   بصورت زير خواهد بود،A ماتريسQRبنابراين تجزيه

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→=

10
105

10
0
0

5
4
5
3

AQRA  

   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

1-    0     

10    5-    

= R

1.0000-   0         

0         0.8000-   

0         0.6000-   

= Q

 of ionfactorizat QRReduced  %        qr(A,0)=R][Q,

0     0     

1-    0     

10    5-    

= R

0         1.0000-   0         

0.6000-   0         0.8000-   

0.8000    0         0.6000-   

= Q

A of ionfactorizat QR Full %      qr(A)=R][Q,

1]; 8;0- 6;4- [3=A

A
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  20-4مثال
د، سپس جواب حداقل براي دستگاه معادلات زير سازگار يا ناسازگار بودن دستگاه را بررسي نمايي

  . بدست آوريدQRمربعات خطا را با استفاده از تجزيه 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→=

2
2
1

41
21
11

xbxA  

rank)(2از آنجاييكه =A3 و)|(rank =bAحال جواب حداقل .  است، لذا سيستم ناسازگار است
   بدست مي آوريم،QRمربعات را با استفاده از تجزيه 

   :Aتريس  ماQRتجزيه  -

]
3
5,

3
1,

3
4[]1,1,1[

3
7]4,2,1[

]1,1,1[
]1,1,1[

]4,2,1[]1,1,1[
]4,2,1[

]1,1,1[

212
1

21
22

11

−−
=−=

−=−=

==

,,

,

v
v

av
av

av

  

⎥
⎥
⎥
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⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥
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⎤
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⎢
⎢
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⎡
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⎥
⎥
⎥
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⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥
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⎢
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⎡
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5
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1
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4

2

3
1
3

1
3

1

1

3
5
3
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3
4

21 ,,
1
1
1

qqvv  

3
42,3 21 == vv  

[ ]
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

== −

−

3
42
3

7

2

211

42
5

3
1

42
1

3
1

42
4

3
1

21 0
3

0
,

v
a,qv

qq RQ  

by محاسبه بردار- TQ=:  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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⎤
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⎣

⎡
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42
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3
1

3
1

3
1

2
2
1

yQTby  

yx حل دستگاه معادلات- =Rبا روش جايگزيني پسرو :  

7
2,1

0
3

21
42
4
3

5

2

1

3
42
3

7

==→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
→= xx

x
x

R yx  
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پاسخ حداقل   را بدست مي آوريم،A ماتريسQR ابتدا تجزيهMATLABبا استفاده از نرم افزار 
bxمربعات براي  =Aاز معادله bx TT ARR   ،. بدست مي آيد=

0.5345    

= ans

x)*A-norm(b

0.2857    

1.0000    

= x

)(R'\(A'*b)\R=x

2.1602-   0         

4.0415-   1.7321-   

= R

0.7715-   0.5774-   

0.1543    0.5774-   

0.6172    0.5774-   

= Q

qr(A,0)=R][Q,

[1;2;2];=b

4]; 2;1 1;1 [1=A

  

□  
  
  ا با روش حداقل مربعات برازش داده ه-4-3-5

در . شناسايي سيستم هاي فيزيكي از مباحث پر كاربرد در علوم تجربي و مهندسي است  
 طي آزمايشاتي داده هايي به عنوان ورودي و خروجي از سيستم مذكور بدست مي آيد و مباحثاينگونه 

 جهت  و معمولاًود تخمين زده شبهترين مدل ممكن براي سيستماين داده ها سعي مي شود بر اساس 
  سيستم زير را در نظر بگيريد، .سادگي در محاسبات مدل مذكور خطي در نظر گرفته مي شود

   خروجي                                   ورودي
  

   بيان كرد، مي توانرابطه بين داده هاي ورودي و خروجي را بصورت زيربا فرض خطي بودن، 
yx =A  

 در تخمين مدل سيستم . بطوريكه رابطه بالا برقرار گردد،مدلي براي سيستم استدست آوردن هدف ب
به مثال زير توجه . انتخاب درجه مناسب براي تقريب در ميزان دقت مدل تخمين زده شده تاثير دارد

  .نماييد

A
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  21-4مثال
  پنج نقطه زير را در نظر بگيريد،

)20,20()19,15()15,10()8,5()0,0(  
21معادله خطي به صورت  روش حداقل مربعات با استفاده از mxmy براي تقريب از نقاط  =+

01سپس معادله منحني مرتبه دومي به شكل . بيابيد
2

2 ααα ++= xxy را بيابيد كه از اين پنج 
  . كنيدبا محاسبه بردار خطا و نُرم خطا براي هر دو حالت خطاي برازش را با هم مقايسه. نقطه بگذرد

  
21 ابتدا معادله خطي به فرم- mxmy    را پيدا مي كنيم كه از اين پنج نقطه بگذرد،=+

ym =→

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

→

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

=+
=+
=+
=+
=+

A
m
m

nm
nm
nm

nm
nm

20
19
15
8
0

120
115
110
15
10

2020
1915
1510

85
00

2

1  

  
==→سيستم ناسازگار است 3)|(rank,2)(rank yAA  

nmxyبا استفاده از روش حداقل مربعات مي توان معادله خط    . را بدست آورد=+

        2.2ˆ,02.1ˆ
62

875
ˆ
ˆ

550
50750

ˆ 21
2

1 ==→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
→= mm

m
m

AAA TT ym  

  بنابراين بهترين تقريب براي خطي كه از اين چهار نقطه مي گذرد بصورت زير است،
2.202.1 += xy   

   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

2.2000    

1.0200    

= m

)(A'\(A'*y)\A=m

end

1];  [x(i)  :)A(i,   

5:1i for

;zeros(5,2) A

;20];[0;8;15;19=y

;20];[0;5;10;15x

=

=

=

=
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01 حال معادله منحني دوم به فرم-
2

2 ααα ++= xxyيم كه از اين پنج نقطه  را پيدا مي كن
  بگذرد،

yα =→

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
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⎢
⎢
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⎥
⎥
⎥
⎥
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⎢
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⎡

→

⎪
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⎪⎪
⎪

⎬

⎫

=++
=++
=++

=++
=++

A

20
19
15
8
0

400201
225151
100101
2551
001

2040020
1922515
1510010

8255
000

2

1

0

210

210

210

210

210

α
α
α

ααα
ααα
ααα

ααα
ααα

  

  
==→سيستم ناسازگار است 4)|(rank,3)(rank yAA  

01با استفاده از روش حداقل مربعات مي توان معادله منحني مرتبه دوم 
2

2 ααα ++= xxy را 
  .بدست آورد

         

0486.0ˆ,9914.1ˆ,2286.0ˆ
13975

875
62

ˆ
ˆ
ˆ

22125012500750
1250075050

750505
ˆ

210

2

1

0

−==−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→=

ααα
α
α
α

yα TT AAA  

  منحني مرتبه دوم بصورت زير است،بنابراين بهترين تقريب براي 
2286.09914.10486.0 2 −+−= xxy  

  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0.2286-   

1.9914    

0.0486-   

= a

)(A'\(A'*y)\A=a

end

1];  x(i)  [x(i)^2  :)A(i,   

5:1i for

;zeros(5,3) A

;20];[0;8;15;19=y

;20];[0;5;10;15x

=

=

=

=

  

  
co  نمودارهاي خط و منحني بدست به همراه نقاط مذكور در شكل زير آورده شده است،
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-5
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  اتاز تخمين حداقل مربع خط و منحني بدست آمده -)4-4(شكل
  

  بردار خطا و نُرم خطا نيز بصورت زير بدست مي آيند،
2.202.1 خطا براي تقريب-1 += xy  
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⎥
⎥
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ˆ
ˆ
ˆ
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

4.5935    

  norm_e

y)-m*norm(Anorm_e
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2286.09914.10486.0 خطا براي تقريب-2 2 −+−= xxy  
x-bε A=  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
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⎥
⎥
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⎢
⎢
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⎥
⎥
⎥
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2286.0
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ˆ
ˆ
ˆ
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0.6761    

  norm_e

y)-a*norm(Anorm_e

=

=

  

با توجه به اينكه نُرم خطا در اين حالت كمتر است لذا منحني مرتبه دوم تقريب بهتري براي برازش اين 
  . پنج نقطه است

□  
  

 اثر نويز در داده ها و خطاهاي اندازه گيري هم جه مناسب منحني برازش،علاوه بر انتخاب در  
 در اين جا مي توان دو حالت مختلف را در .مي تواند يكي از عوامل تاثير گذار در دقت تخمين باشد

  نظر گرفت، 
در چنين حالتي دستگاه معادلات مذكور . تخمين برابر باشد ها با مجهولات  تعداد داده-1  
yxست و پاسخ سيستم از حل مستقيم دستگاهمربعي ا =Aاين روش هر چند . بدست مي آيد 

خطاي كمتري دارد ليكن چون از طريق حل مستقيم بدست مي آيد نسبت به نويز و خطاهاي 
  .محاسباتي حساس است

yxتدر اين حالت دستگاه معادلا. باشد تخمين  تعداد داده ها بيشتر از مجهولات-2    =A 
فرامعين بوده و معمولاً ناسازگار است، لذا براي بدست آوردن پاسخ مناسب از روش حداقل مربعات 

  . اين روش در برابر نويزي شدن داده ها و خطاهاي اندازه گيري مقاوم تر است.استفاده مي شود
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  22-4مثال
  دست آمده است،داده هاي ورودي و خروجي بصورت زير ب براي سيستمي

20  15  10  5  0  x 

20  19  15  8  0  y  
  .يك مدل مرتبه چهار براي اين سيستم تخمين بزنيد) الف

01
2

2
3

3
4

4 ααααα ++++= xxxxy  
  دستگاه معادلات حاصل بصورت زير بدست مي آيد،

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

→=

20
19
15
8
0

1204008000160000
115225337550625
110100100010000
1525125625
10000

0

1

2

3

4

α
α
α
α
α

yαA  

   حاصل را بصورت مستقيم حل نمود و جواب ها را بدست آورد،×55حال مي توان دستگاه معادلات
0,4667.1,0567.0,0067.0,0001.0 01234 ===−== ααααα  
   خطاي برازش در حد صفر است، حالتدر اين

15107764.1 −×=→−= εyαε A  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

zeros(5); A

;20];[0;8;15;19=y

;20];[0;5;10;15x

=

=

  

015-1.7764e    

  norm_e

y)-a*norm(Anorm_e

0         

1.4667    

0.0567    

0.0067-   

0.0001    

= a

y\A=a

end

1]; x(i) x(i)^2 x(i)^3 [x(i)^4  :)A(i,   

5:1i for

=

=

=

=
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  .يك مدل مرتبه دو براي اين سيستم تخمين بزنيد) ب
01

2
2 ααα ++= xxy  

  بصورت زير بدست مي آيد،دستگاه معادلات حاصل 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

→=

20
19
15
8
0

120400
115225
110100
1525
100

0

1

2

α
α
α

yαA  

دستگاه معادلات حاصل فرامعين و ناسازگار است، لذا براي بدست آوردن جواب از روش حداقل مربعات 
  استفاده مي نماييم،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→=

62
875

13975

ˆ
ˆ
ˆ

550750
5075012500
75012500221250

ˆ

0

1

2

α
α
α

yα TT AAA  

2286.0ˆ,9914.1ˆ,0486.0ˆ 012 −==−= ααα  
  خطاي برازش در اين حالت بيشتر از قبل است،

6761.0=→−= εyαε A  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

  

0.6761    

= norm_e

a)*A-norm(y=norm_e

0.2286-   

1.9914    

0.0486-   

= a

)(A'\(A'*y)\A=a

end

1];  x(i)  [x(i)^2  :)A(i,   

5:1i for

;zeros(5,3) A

;20];[0;8;15;19=y

;20];[0;5;10;15x

=

=

=

=
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 از  خروجي و منحني هاي برازش شده را رسم مي نماييم، براي اين منظور-وروديحال داده هاي 
   استفاده مي كنيم،MATLAB در نرم افزارplotدستور 

  

y));(A2'\(A2'*\A2a2

end

1]; x(i) x(i)^2 [  :)A2(i,   

5:1i for

;zeros(5,3)  A2

y;\A1a1

end

1]; x(i) x(i)^2 x(i)^3 [x(i)^4  :)A1(i,   

5:1i for

zeros(5);  A1

)r*''y,plot(x,

;20];[0;8;15;19y

;20];[0;5;10;15x

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

  

)k''y2,plot(i,

y1)plot(i,

20;:0.1:0i

 onhold 

end

1;jj   

a2(3);i*a2(2)i^2*a2(1)     y2(j)

a1(5);i*a1(4)i^2*a1(3)i^3*a1(2)i^4*a1(1)     y1(j)

20:0.1:0i for

1;j

=

+=

++=

++++=

=

=

  

  
در شكل حاصل پنج نقطه اندازه گيري شده به همراه منحني هاي برازش داده شده رسم   

 منحني حاصل از تقريب حداقل 2y منحني حاصل از برازش مستقيم داده ها و 1y. گرديده است
ست است كه روش اول خطاي با توجه به نتايج و شكل هاي رسم شده مشخص ا. مربعات مي باشد

كمتري دارد ليكن اين روش در برابر نويز حساس مي باشد و با ايجاد نويز برازش حاصل به شدت دچار 
  . خطا مي گردد
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  نتيجه برازش با داده هاي بدون نويز -) 5-4(شكل
  

و ظر مي گيريم شده را بصورت نويزي در ن داده هاي اندازه گيري براي بررسي اين موضوع  
 MATLABدر نرم افزار  randnاز تابع بدين منظور . اً بررسي مي كنيمنتايج دو تخمين را مجدد

. از اين تابع براي توليد يك سري اعداد تصادفي با توزيع نرمال استفاده مي شود. استفاده مي نماييم
   از سيستم اضافه مي كنيم،نويز را بصورت زير تعريف مي كنيم و آن را به خروجي اندازه گيري شده

n;yyn

(y));randn(size*0.01n

+=

=
  

  با اعمال اين تويز داده هاي اندازه گيري شده بصورت زير تغيير مي يابند،
19.8636    21.1832,    14.4117,    8.7258,    -0.1867,= yn  

  
 بعدي آورده شده حاصل در شكلبرازش مرتبه چهار و تقريب حداقل مربعات مرتبه دو نتايج   

 ny1منحني.  منحني هاي حاصل از برازش رسم شده استدر اين شكل پنج نقطه نويزي و. است
 منحني مرتبه دو حاصل از تقريب حداقل ny2حاصل برازش مستقيم مرتبه چهارم مي باشد و منحني

مشخص است كه در برازش مستقيم سيستم سعي مي كند منحني حاصل از تمام نقاط . مربعات است
در حاليكه تقريب با .  لذا نتيجه حاصل از واقعيت دور شده و خطاي زيادي حاصل مي گردد، كندعبور

coاز آنجاييكه وجود نويز و خطاهاي اندازه گيري . حداقل مربعات به مدل سيستم واقعي نزديك تر است
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ه منظور همواره در سيستم هاي واقعي اجتناب ناپذير مي باشد، لذا استفاده از روش حداقل مربعات ب
  . قوام بيشتر محاسبات و بدست آوردن نتايج دقيق تر توصيه مي گردد

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  

  نتيجه برازش با داده هاي نويزي -) 6-4(شكل
□  
  

  23-4مثال
   در نظر بگيريد، راtf)(منحني 

2251
1)(

t
tf

+
=  

   ، تقريب بزنيد زيرجمله اي به فرمد توسط يك چنروش حداقل مربعات استفاده از با 
n

nttttg αααα ++++= L2
210)(  

  .  گردد1.0مرتبه تخمين را چنان انتخاب كنيد كه خطاي تخمين در حد 
    

   با استفاده از كد زير در شكل بعدي رسم شده است،tf)(منحني

f)plot(t,

t.^2);*25+1./(1=f

1,1);linspace(-=t

  

co . را به صد قسمت مساوي تقسيم مي نمايدb تاa فاصله اعداد linspace(a,b)دستور 
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 منحني -)7-4(شكل
2251

1)(
t

tf
+

=  

  
و مرتبه منحني در انتخاب تعداد نقاط .  در نظر بگيريمtf)(ابتدا بايد يك دسته نقاط بر روي منحني

   انتخاب مي كنيم،  بصورت زير نقطه51در اينجا . دقت برازش تاثير دارد
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

co   به همراه پنجاه و يك نقطه تعيين شده بر روي آن f(t) منحني -)8-4(شكل
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1

   نقطه مي توان از كد زير استفاده نمود،51براي تعيين اين 

];f' [t'=data

t.^2);*25+1./(1=f

1,1,51);linspace(-=t

  

  
 را در نظر مي گيريم، تقريب حاصل چنين خواهد 14يك منحني مرتبه افزايش دقت تقريب حال براي 

  بود،
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   نقطه مذكور51مرتبه چهاردهم برازش داده شده از  g(t) به همراه منحني  f(t) منحني -)9-4(شكل
  

=−=1275.0همانطور كه پيداست تقريب حاصل بسيار بهتر است و خطاي تقريب bxAε   
  .مي باشد

□  
  
   سري فوريه-4-3-6

 استفاده از بسط فوريه xf)(تكه اي پيوسته مانند  از روش هاي تقريب زدن توابع ديگريكي
اگر فضاي .  مي توان تحليل كرداي برداري سري فوريه را بدين بصورتاز ديدگاه فضاه. آن تابع است

  را به نحوي تعريف نماييم كه شامل توابع حقيقي تكه اي پيوسته بصورتEبرداري
[ ] ℜ→− ππ ,:f،باشد و ضرب داخلي در اين فضا نيز به شكل زير تعريف شده باشد   

)4-22(                    dxxgxfgf ∫−=
π

ππ
)()(

1
,  co
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   اين فضا هستند،مي توان نشان داد كه مجموعه نامتناهي زير پايه هاي يكامتعامد

)4-23(                   
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

K,3cos,3sin,2cos,2sin,cos,sin,
2

1 xxxxxx  

  براي بررسي يكامتعامد بودن مي توان ضرب داخلي آنها را بررسي كرد،

0cos
2

11cos,
2

1

0sin
2

11sin,
2

1

1
2
11

2
1,

2
1

==

==

==

∫

∫

∫

−

−

−

π

π

π

π

π

π

π

π

π

kxdxkx

kxdxkx

dx

  

  همچنين،

∫

∫

−

−

⎩
⎨
⎧

≠
=

=+−−=

=

π

π

π

π

π

π

mk
mk

dxxmkxmk

mxdxkxmxkx

0
1

))cos()(cos(
2
11

sinsin1sin,sin
  

∫

∫

−

−

⎩
⎨
⎧

≠
=

=++−=

=

π

π

π

π

π

π

mk
mk

dxxmkxmk

mxdxkxmxkx

0
1

))cos()(cos(
2
11

coscos1cos,cos
  

  و داريم،

∫

∫

−

−

=++−=

=

π

π

π

π

π

π

0))sin()(sin(
2
11

cossin1cos,sin

dxxmkxmk

mxdxkxmxkx
  

  
Efبعبنابراين هر تا    را مي توان بصورت يك تركيب خطي از اين پايه هاي يكامتعامد نوشت،∋

)4-24(       
L+++

++++=

xaxb

xaxbxaxbaxf

3cos3sin

2cos2sincossin
2

1)(

33

22110  

   اشميت ضرايب بصورت زير قابل محاسبه هستند،-با استفاده از فرآيند گرام

)4-25(    
K,cos,,2sin,

,cos,,sin,,
2

1,

22

110

xfaxfb

xfaxfbfa

==

===
    co
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   زير بازنويسي كرد،ورت يك مجموع بشكل را مي توان بص)24-4( رابطهحال

)4-26                          (∑
∞

=

++=
1

0 )sincos(
2

)(
n

nn nxbnxaaxf  

   ضرايب در آن بصورت زير محاسبه مي گردند،كه

)4-27                      (

∫

∫

∫

−

−

−

==

==

==

π

π

π

π

π

π

π

π

π

nxdxxfnxfb

nxdxxfnxfa

dxxffa

n

n

sin)(1sin,

cos)(1cos,

)(1
2

1,20

  

 را xf)(زمانيكه تابعدر تحليل فضاي برداري در واقع . مي باشدري فوريه كه معادل با روابط بسط س
 بدست Eت تصوير متعامد آن را بر روي فضاي برداريري فوريه نمايش مي دهيم، در حقيقبصورت س

مشخص است كه بعد .  استفاده مي كنيمامد اين فضامي آوريم و براي اين منظور از پايه هاي يكامتع
تناهي است و هر چه تعداد پايه هاي انتخاب شده بيشتر باشد تصوير حاصل به فضاي برداري مذكور نام

  .تابع اصلي شبيه تر خواهد بود
  

  24-4مثال
] فوريه تابعبسط ] ℜ→− ππ ,:f ،xxf ] و )(= ]ππ ,−∈xرا بدست آوريد .  

   را بدست مي آوريم،nb و0a ،naابتدا ضرايب

nn
nx

n
nxxdx

n
nx

n
nxxb

nxdxxnxdxxbnxdxxfb

nxdxxanxdxxfa

n

n

nn

nn

1

0
2

0
0

0

0

)1(2sincos2coscos2

sin2sin1sin)(1

0cos1cos)(1

+

−−

−−

−
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−=

==→=

==→=

∫

∫∫∫

∫∫

ππ
π

π

ππ

π

π

π

π

π

π

π

ππ

πππ

ππ

  

  بنابراين سري فوريه بصورت زير بدست مي آيد،
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  فرم گسترده اين سري بشكل زير است،
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ر بردار پايه اول را در نظر بگيريم يعني  تابع اگر چها. مشخص است كه بينهايت بردار پايه وجود دارد
xxf ماييم نتيجه تقريبي مطابق  را بر روي فضاي اسپن شده توسط اين چهار بردار تصوير ن)(=

  خواهد بود،شكل زير 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

xxf منحني-)10-4(شكل   n=4 به همراه تقريب سري فوريه )(=
  

حال اگر تعداد بردارهاي پايه بيشتري انتخاب نماييم دقت تصوير متعامد حاصل و نتيجتاً تقريب 
 هاي  بردار پايه در شكل50 بردار پايه و سپس 7نتيجه حاصل با انتخاب . منحني بهتر خواهد شد

  .نشان داده شده استبعدي 
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xxf منحني-)15-4(شكل   n=50 به همراه تقريب سري فوريه )(=
□  
  

  25-4مثال
] فوريه تابعبسط ] ℜ→− ππ ,:f ،2)( xxf ] و = ]ππ ,−∈xرا بدست آوريد .  

   را بدست مي آوريم،nb و0a ،naابتدا ضرايب
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  بنابراين سري فوريه بصورت زير بدست مي آيد،
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  فرم گسترده اين سري بشكل زير است،

L++−+−+−== xxxxxxxxf 6cos
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در اينجا نيز بعد فضاي برداري بينهايت است و براي نشان دادن اثر انتخاب تعداد بردارهاي پايه تقريب 
  .مطابق شكل هاي بعدي نشان داده شده استهار، هفت و پانزده بردار پايه هاي حاصل از انتخاب چ
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  مسائل
   براي هر يك از دسته بردارهاي زير،-4-1

  .متعامد و يكامتعامد بودن بردارها را بررسي كنيد) الف
  . اشميت بردارها را يكا متعامد نماييد-با استفاده از فرآيند يكامتعامد سازي گرام) ب

⎭
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⎨
⎧ −=−=−= ]1,7,3[],1,0,1[],0,1,2[: 32 vvv1S  
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⎩
⎨
⎧ ==== ]0,0,0,1[],0,0,1,1[],0,1,1,1[],1,1,1,1[: 432 vvvv1K  

 
bx را بدست آوريد، سپس با استفاده از آن جواب QRبراي ماتريس هاي زير تجزيه -4-2 =A را به 

  )T[1,1,1]=b. (روش حداقل مربعات بيابيد
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bxمعادله ماتريسي -4-3 =A،زير را در نظر بگيريد   
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bx را چنان بيابيد كهxپاسخ  −Aحداقل گردد .  
  
  مجموعه نقاط زير را در نظر بگيريد، -4-4
  

2/1  4  3  2  1  0  t 

7  4  1  0  1  0  f(t)  
  

tdctbtaetfضرايب منحنيا بكارگيري روش حداقل مربعات ب) الف t sin)( 2  را جهت =+++
  .برازش اين نقاط تعيين نماييد

  . برازش را بدست آوريدخطاي ) ب
  
]بسط سري فوريه تابع -4-5 ] ℜ→− ππ ,:f را ابدست آوريد.  co
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xxf) الف ] براي )(= ]ππ ,−∈x     
xxxf) ب ] براي )(= ]ππ ,−∈x  
xxf) ج sin)( ] براي = ]ππ ,−∈x    
)()cos/2()د xxf ] براي = ]ππ ,−∈x  
  
  مجموعه نقاط زير را در نظر بگيريد، -4-6
  

5  4  3  2  1  0  1−  2−  3−  4−  5− x 

4  8  10  13  14  14  13  12  9  7  2  y  
  

يك بار . گيري روش حداقل مربعات خطا يك منحني مناسب براي نقاط زير برازش نماييدبا بكار) الف
nmxyمنحني مرتبه اول  را در نظر بگيريد و بار ديگر منحني مرتبه دوم =+

01
2

2 ααα ++= xxyرا استفاده كنيد  .  
   برازش اين نقاط است؟ با محاسبه خطا تعيين كنيد كدام منحني تخمين بهتري براي) ب
 منحني هاي بدست آمده را به همراه نقاط داده شده رسم MATLABفزاربا استفاده از نرم ا) ج

  . نماييد
  
bxپاسخ حداقل مربعات دستگاه معادلات -4-7 =A را براي هر يك از سيستم هاي ناسازگار زير 

  .بدست آوريد
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   دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،-4-8
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  .سازگار يا ناسازگار بودن دستگاه را بررسي نماييد) الف
co  .جواب حداقل مربعات را با استفاده از تجزيه چالسكي بدست آوريد) ب
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  مفصل پنج
 
 
  
  بردارهاي ويژهمقادير ويژه و

 
  
  
 
 
 
  
  
  
  

  مقدمه 1- 5
و چگونگي بدست  مفاهيمي چون مقدار ويژه، بردار ويژه و معادله مشخصهدر اين فصل   

 علاوه بر روش كلاسيك دو روش مبتني ، در روش هاي محاسبه مقادير ويژهآوردن آنها مطرح مي شود،
 ارائه شده MATLABو الگوريتم ها همراه با كدنويسي آنها در  ر الگوريتم هاي تكراري نيز مطرحب

تبديل هاي همانندي  در انتها كاربرد بردارهاي ويژه در قطري سازي ماتريس ها با استفاده از .است
co  . و نحوه محاسبه ماتريس قطري و فرم كانونيكال جردن بيان مي شودمطرح
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   مشخصهمقدار ويژه، بردار ويژه و معادله 2- 5
11تگاه معادلاتدس   ××× = nnnnA bx را مي توان بصورت اين سيستم . را در نظر بگيريد

   تبديل مي كند،b را به يك بردارx در نظر گرفت، كه هر بردارnℜنگاشتي در فضاي برداري
  

  
  

 مي كند و امتداد آن حفظ را تغيير xتنها اندازه بردار وجود دارند كه در بين اين نگاشت ها مواردي
به نگاشت حاصل در اينصورت . گرددمي  تعريف x بصورت مضربي از بردارb بردارمي گردد، به عبارتي

  شكل زير تعريف مي شود،
)5-1(                xx λ=A  

nnAماتريس 1بردار ويژه غير صفر كه چنين خاصيتي را دارند ixبه بردارهاي  گويند و ضريب ثابت  ×
iλماتريس2ر ويژهمقدا  را nnA   ،با توجه به تعريف داريم . مي نامند×

0x =− ii AI )(λ  
)( متعلق به فضاي پوچي ماتريسixبردارهاي ويژهلذا  AIi −λ مقادير ويژه بوده وiλ  ريشه هاي

AI حاصل ازn مرتبه و3مونيكچندجمله اي  −λاگرل حا.  هستند AI −λ را بسط دهيم، چند 
  بصورت زير بيان مي گردد،جمله اي 
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nnA ماتريس4جمله اي مشخصهچند كه به آن همان  مشخصه ريشه هاي چندجمله اي. مي گويند ×
  .  تا هستندn كه به تعدادمقادير ويژه خواهند بود

  

nnAماتريس حقيقي براي :1نكته −=0معادله مشخصه × AIλ يك چند جمله اي با ضرايب 
βα مزدوج مختلط بصورت حقيقي يا به فرمبنابراين كليه مقادير ويژه. حقيقي است j±هستند .  

  
 نيز ivα، حاصلα يك بردار ويژه باشد، آنگاه براي هر اسكالر مخالف صفر مانندivاگر بردار :2نكته

  .يك بردار ويژه خواهد بود

                                                 
١ Eigenvector 
٢ Eigenvalues 
٣ Monic 
٤ Characteristic Polynomial 

A x  bx =A
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 بردار ويژه متناظر با آن باشد، در اينصورت v و بردارA يك مقدار ويژه براي ماتريسλاگر :3نكته
kλنيز يك مقدار ويژه براي ماتريس kAبا بردار ويژه متناظر vخواهد بود )  .k مقدار صحيح مثبت 

  ).مي باشد
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nnAبراي ماتريس: 4نكته nλλλ با مقادير ويژه× ,,, 21 K دترمينان و اثر ماتريس بصورت زير قابل

  محاسبه است،
)5-3(    nA λλλ +++= L21)(trace     و     nA λλλ L21=  

nnAمي دانيم چندجمله اي مشخصه براي ماتريس    و مونيك است،n يك چندجمله اي مرتبه×
01
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1 cccccAI n
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n
n ++++++=− −
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− λλλλλλ L  
  اين چندجمله اي را مي توان بصورت زير نمايش داد،

))(())(( 121 nnAI λλλλλλλλλ −−−−=− −L  
nλλ ,,1 Kحال .  مقادير ويژه هستند كه مي توانند حقيقي يا مختلط مزدوج و متمايز يا تكراري باشند

   بدست مي آيد،A قرار دهيم مقدارλ=0اگر در رابطه بالا
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  براي اثبات اثر ماتريس بصورت زير عمل مي كنيم،

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

AI

−−−

−−−
−−−

=−

λ

λ
λ

λ

L

MOMM

L

L

21

22221

11211

  

  حال دترمينان را برحسب ستون اول بسط مي دهيم،
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  را بدست آوريم داريم، 11Mاگر حاصل
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  به همين ترتيب اگر بسط را ادامه دهيم داريم،
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)(λP2 يك چندجمله اي با درجه−nجه بعدي  لذا ضريب بزرگترين درجه يك و ضريب در.  است
nnaaa +++ L2211از طرفي داريم،.  خواهد بود  

))(())(( 121 nnAI λλλλλλλλλ −−−−=− −L  
nλλλو در اينجا ضريب دومين جمله  +++ L21 پس داريم،. است  

)(trace2211 Aaaa nn =+++ L=+++ nλλλ L21  
  

−1 باشد، Aماتريس يك مقدار ويژه براي iλاگر :5نكته
iλ 1مقدار ويژه ماتريس−Aخواهد بود .   

0)( 11111 =−=−=−=−=− −−−−− AIAAIAAIAAAAAI λλλλλλ  

011 =− −− AInλ  
  

)(ستون هاي غير صفر ماتريس: 6نكته AIadj i −λبردارهاي ويژه ماتريس Aتند هس.  
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)(رابطه اخير نشان مي دهد كه ستون هاي غير صفر ماتريس AIadj i −λ بايد متعلق به فضاي 
)(پوچي ماتريس  AIi −λباشند، لذا همان بردارهاي ويژه ماتريس Aهستند .  

  
تريس را مي توان با استفاده از الگوريتم بازگشتي زير بدست ضرايب معادله مشخصه يك ما: 7نكته
  آورد،

01
2

2
2

2
1

1 cccccAI n
n

n
n

n ++++++=− −
−

−
− λλλλλλ L  

)5-4(            

)(1

)(
3
1

)(
2
1

1122110

321123

2112

11

nnn

nnn

nn

n

WWcWcWc
n

c

WWcWcc

WWcc

Wc

++++−=

++−=

+−=

−=

−−

−−−

−−

−

L

M

  

trace)(در اينجا k
k AW   . خواننده واگذار مي شود عنوان تمرين بهاثبات به.  است=

  co
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 ويژهقطري، بالا مثلثي و پايين مثلثي عناصر روي قطر اصلي همان مقادير در ماتريس هاي  : 9نكته
 خاص شرايط ويژه اي براي مقادير ويژه و بردارهاي ويژه وجود  ماتريس هايدر مورد. ماتريس هستند

  ،دارد
,*( ماتريس متقارن و هرميتي- AAAA T   مقادير ويژه حقيقي و بردارهاي ويژه متعامد،) ==
11*(ماتريس متعامد و يكين - , AAAA T ==    و بردارهاي ويژه متعامد،iλ=1مقادير ويژه) −−
TAA( ماتريس شبه متقارن -   مقادير ويژه موهومي و بردارهاي ويژه متعامد،) =−
TAAA( ماتريس تصوير - ==  پايه هاي فضاي گستره ويژهو بردارهاي مقادير ويژه صفر و يك ) 2

  و فضاي پوچي ماتريس،
xx<0( ماتريس مثبت معين - AT (،مقادير ويژه مثبت و بردارهاي ويژه متعامد  
xx≤0( مثبت نيمه معين  ماتريس- AT (،مقادير ويژه مثبت و صفر و بردارهاي ويژه متعامد  
xx>0(ن  ماتريس منفي معي- AT (،مقادير ويژه منفي و بردارهاي ويژه متعامد  
xx≥0( ماتريس منفي نيمه معين - AT (،مقادير ويژه منفي و صفر و بردارهاي ويژه متعامد  

 ماتريس متقارن بررسي علامت مقادير ويژه آن  يكلذا يكي از راه هاي تشخيص مثبت معين بودن
  .است

  
  1-5مثال

  .مثبت معين بودن ماتريس زير را بررسي نماييد

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=
642
461
213

A  

  ابتدا از روش سيلوستر بررسي مي نماييم سپس مقادير ويژه آن را بدست مي آوريم،

046
642
461
213

,017
61
13

,03 >=
−−

−
−

>=>  

  حال مقادير ويژه ماتريس را بررسي مي كنيم،. لذا ماتريس مثبت معين است
  ريس بصورت زير است،معادله مشخصه مات

0465115 23 =−+−=− λλλλ AI  
  مقادير ويژه بصورت زير بدست مي آيد،

5969.10,4903.1,9128.2 321 === λλλ  
  .تمامي مقادير ويژه مثبت هستند

□  co
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  2-5مثال
  .ه شده بر حسب اثر ماتريس بدست آوريدر را با استفاده از الگوريتم ارائمعادله مشخصه ماتريس زي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

=
101

251
241

A  

  معادله مشخصه ماتريس بصورت زير است،
01

2
2

3 cccAI +++=− λλλλ  
   بصورت زير بدست مي آيند،0c و1cو ضرايب

)(
3
1

)(
2
1

322110

2121

12

WWcWcc

WWcc

Wc

++−=

+−=

−=

  

   را تشكيل مي دهيم،3A و2Aلذا ماتريس هاي

235)(trace,39)(trace,7)(trace

15289
8817751
7414843

,
342
14298
12247

33
2

21

32

−====−==

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=

AWAWAW

AA
  

1))235(397)7(5(
3
1

5)39)7(7(
2
1

7

0

1

2

−=−+×+−×−=

=+−×−=

=

c

c

c

  

  بنابراين معادله مشخصه بصورت زير بدست مي آيد،
157 23 −++=− λλλλ AI  

 poly(A) براي بدست آوردن ضرايب چندجمله اي مشخصه از دستور MATLABدر نرم افزار 
  استفاده مي شود،

1.0000-  5.0000    7.0000    1.0000    

= ans

poly(A)

1];- 0 2;1 5- 2;-1 4- [-1=A

  

□  
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  3-5مثال
  و بردارهاي ويژه متعامدتمامي مقادير ويژه حقيقي )هرميتي( متقارنبراي يك ماتريسثابت كنيد 

  .هستند
AAT ( يا هرميتي يك ماتريس متقارنA فرض كنيد- AA و = nλλو) ∗= ,,1 K مقادير ويژه 

   باشند،Aماتريس
( ) ( )

ii

iiiii

iiiiiiiiiiiiiii

iiiiiiiiiiii

A

AAAA

λλ

λλ

λλλλλ

λλλλ

=

≠=

=→=→=

=→=→=→=
∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗∗

0vvv

vvvvvvvvvv

vvvvvvvv

,22

22

  

nλλلذا مقادير ويژه ,,1 Kاعدادي حقيقي هستند  .  
jv) ji و ivفرض كنيد -  دو مقدار ويژه jλ وiλ وAدو بردار ويژه براي ماتريس متقارن) ≠

  متمايز متناظر با آنها هستند،

jijjjiji

j
T

ijijiijii

A

AA

vvvvvv

vvvvvvvv

,,,

,,,,

λλ

λλ

===

===
  

)(,0لذا داريم =− jiji vvλλيكه و از آنجايji λλ ,0 پس بايد،است≠ =ji vvشد و دو با
  . بردار ويژه متعامد هستند

□  
  

  4-5مثال
nnA ماتريس هاي مربعي كه برايثابت كنيد nnB و×    داريم،×
                 BAIABI −=− λλ  

IAAبراي اثبات بصورت زير عمل مي كنيم، مي دانيم    است،1−=

BAI
A

BAIA

ABAIAABAIAABAAAAABI

−=−=

−=−=−=− −−−−

λλ

λλλλ

1

)( 1111

  

□  
  

  5-5مثال
حالت معادله مشخصه، مقادير ويژه و تهاي مختلف در نظر بگيريد براي هر  را در حالAماتريس

co  .بردارهاي ويژه را بدست آوريد
nt
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ee

rs
.ir
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⎥) الف
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

53
24

A   

   بصورت زير بدست مي آيد،Aمعادله مشخصه ماتريس -

01490
53

24 2
2 =++→=

+−
−+

=− λλ
λ

λ
λ AI  

  ت مي آوريم، با حل معادله مشخصه مقادير ويژه را بدس-
2,70)2)(7(149 21

2 −=−=→=++=++ λλλλλλ  
  .  دو مقدار ويژه حقيقي متمايز يا غير تكراري داردAبنابراين ماتريس 

   حال بردارهاي ويژه متناظر با هر يك از مقادير ويژه را محاسبه مي كنيم، -
  استفاده از تعريف بردار ويژه،: روش اول

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−
−+

→=→=
0
0

53
24

0)( i
i

i
iiiii AIA vv-vv

λ
λ

λλ  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=→
−

=→=−−→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

→−=
3

2
3
2023

0
0

23
23

7 12121
2

1
1 vxxxx

x
x

λ  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=→=→=−→⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
→−=

2
2

022
0
0

33
22

2 24343
4

3
2 vxxxx

x
x

λ  

  
  استفاده از ماتريس الحاقي،: روش دوم

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
=−

43
25

53-
2-4

Adj)(Adj
λ

λ
λ

λ
λ AI  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=→−=

3
2

33
22

)-Adj(-7I7 11 vAλ  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=→⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=→−=

2
2

23
23

)-Adj(-2I2 22 vAλ  

  قل خطي هستند،  مست2v و1vمي توان نشان داد كه در اين حالت بردارهاي ويژه

10)6(4
23
22

=−−=
−

  

  . مستقل خطي هستند2v و1vاز آنجائيكه مقدار دترمينان مخالف صفر است، لذا بردارهاي ويژه
  

براي محاسبه مقادير ويژه و  eig(A) = [V, D] و eig(A) از تابع MATLABدر نرم افزار 
  .  استفاده مي شودAيكامتعامد شده ماتريسه بردارهاي ويژ

co  به اجراي اين دو دستور توجه نماييد،
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7-    0     

0     2-    

= D

0.8321    0.7071    

0.5547-   0.7071    

= V

eig(A)=D][V,

7-    

2-    

= ans

eig(A)

5];- 2;3 [-4=A

  

  
 بردارهاي ويژه را همانند  بخواهيماگر.  را مي دهدAاين دستور بردارهاي ويژه يكامتعامد شده ماتريس

   استفاده نمود، myeig.mآوريم مي توان از برنامه ات دستي بدست سبامح

end

);r''A,-))eye(size(A*null(l(i)i)V(:,    

n:1i for

(A));zeros(sizeV

size(l,1);n

eig(A);l

myeig(A)l][V, function

rsEigenvectoand  Eigenvalue Calculate %

=

=

=

=

=

=

  

  اجراي برنامه بصورت زير است،

7-    

2-    

= l

1.0000    1.0000    

0.6667-   1.0000    

= V

myeig(A)=l][V,

5];- 2;3 [-4=A

  

co  .در اينجا بردارهاي ويژه فرم يكا متعامد ندارند
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    بصورت زير عمل نمود، مي توانبراي بدست آوردن فرم پارامتري معادله مشخصه

14+l*9+l^2

= ans 

A)-eye(2)*det(l

);l'sym('=l

5];- 2;3 [-4=A

  

 ضرايب معادله مشخصه ماتريس را بدست آورد سپس با دستور  poly(A)همچنين مي توان با دستور 
roots(p) ،ريشه هاي آن را محاسبه نمود  

2-    

7-    

= ans

roots(p)

14    9     1     

= p

poly(A)=p

5];- 2;3 [-4=A

  

⎥)ب
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=
68

56
A  

   بصورت زير بدست مي آيد،A معادله مشخصه ماتريس-

040
68

56 2
2 =+→=

+
−−

=− λ
λ

λ
λ AI  

   با حل معادله مشخصه مقادير ويژه را بدست مي آوريم،-
2,20)2)(2(4 21

2 jjjj −==→=+−=+ λλλλλ  
  .  دو مقدار ويژه مزدوج موهومي داردAبنابراين ماتريس

  
   بردارهاي ويژه متناظر با هر يك از مقادير ويژه بصورت زير بدست مي آيند،-

2111
21

11

21

11
1111 )

4
1

4
3(2

68
56

2 vjv
v
v

j
v
v

Aj −
−

=→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

→=→= vv λλ  

 

2212
22

12

22

12
2222 )

4
1

4
3(2

68
56

2 vjv
v
v

j
v
v

Aj +
−

=→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

→=→−= vv λλ  

co   را مي توان بدين صورت نوشت،2v و1vاز اين رو بردار ويژه
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

−−

1
,

1
4
1

4
3

2
4
1

4
3

1

jj
vv  

  
  تند،  مستقل خطي هس2v و1vمي توان نشان داد كه در اين حالت بردارهاي ويژه

0
11

4
1

4
3

4
1

4
3

≠
+− −− jj  

  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

2.0000i - 0                  0        

          0        2.0000i + 0        

= D

0.7845i - 0        0.7845i + 0        

0.5883i + 0.1961   0.5883i - 0.1961   

= V

eig(A)=D][V,

4     0     1     

= ans

poly(A)

6];- 5;-8 [6=A

  

  
  

   داريم،myeig.mو يا با استفاده از برنامه 

2.0000i- 0        

2.0000i + 0        

= l

          1.0000             1.0000   

0.2500i + 0.7500-  0.2500i - 0.7500-  

= V

myeig(A)=l][V,

6];- 5;-8 [6=A

  

□  
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nnAاگر يك ماتريس :1قضيه nλλλ مقدار ويژه متمايزn داراي× ,,, 21 Kباشد، آنگاه n بردار ويژه 
nvvvمستقل خطي ,,, 21 Kوجود خواهد داشت .  

  تا از اين بردارها مستقل خطي باشند،kفرض كنيم فقط: اثبات
)5-5(                               kkk vvvv ααα +++=+ L22111  
  كنيم، ضرب Aرفين رابطه بالا را درط

kkk AAAA vvvv ααα +++=+ L22111  
iiiAمي دانيم  vv λ=،  

)5-6(                       kkkkk vvvv λαλαλαλ +++=++ L22211111  
   ضرب مي كنيم،kλ+1را در) 5-5(اگر طرفين رابطه

)5-7(                 kkkkkkk vvvv 121211111 +++++ +++= λαλαλαλ L  
  ،داريم) 7-5(و ) 6-5(با تفاضل رابطه
0vvv =−++−+− +++ kkkkkk )()()( 122121111 λλαλλαλλα L  

kvvvطبق فرض ,,, 21 K،مستقل خطي و مقادير ويژه مجزا هستند، لذا بايد   
021 ==== kααα L  

0vبايد) 5-5(بنابراين طبق رابطه =+1k 0 باشد كه با شرطv ≠+1kپس . بردار ويژه منافات دارد
kvvv را بصورت تركيب خطي از kv+1نمي توان ,,, 21 K نوشت و nvvv ,,, 21 K مستقل خطي 
  .هستند

□  
  

nnAاگر ماتريس: نكته  k داشته باشد، آنگاه حداقل يك و حداكثرk يك مقدار ويژه تكراري از مرتبه×
 و تعداد بردارهاي وجود خواهد داشت iλتكراريبردار ويژه مستقل خطي متناظر با اين مقدار ويژه 

rank)(مستقل خطي در اين حالت برابر با IAn iλ−−است .  
  

  6-5مثال
  .و بردارهاي ويژه را بدست آوريد  معادله مشخصه، مقادير ويژهAبراي ماتريس

) الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

600
021
024

A  

   بصورت زير بدست مي آيد،A معادله مشخصه ماتريس-

06046120
600

021
024

23 =−+−→=
−

−−
−

=− λλλ
λ

λ
λ

λ AI  co
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  ، پس از حل معادله مشخصه مقادير ويژه بصورت زير بدست مي آيند-
j±==→=−+− 3,,60604612 321

23 λλλλλ  
  .  يك مقدار ويژه حقيقي و دو مقدار ويژه مختلط مزدوج داردAبنابراين ماتريس

  
   بردارهاي ويژه متناظر با اين مقادير ويژه را با استفاده از تعريف بردار ويژه بدست مي آوريم،-

⎥
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

6.0000           0                  0        

          0        1.0000i - 3.0000             0        

          0                  0        1.0000i + 3.0000   

= D

          1.0000             0                  0        

          0        0.5774i - 0        0.5774i + 0        

          0        0.5774i - 0.5774-  0.5774i + 0.5774-  

= V

eig(A)=D][V,

6]; 0 0;0 2 0;1 2- [4=A

  

  
co   داريم،myeig.mو يا با استفاده از برنامه 
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 6.0000   

1.0000i - 3.0000   

1.0000i + 3.0000   

= l

          1.0000             0                  0        

          0                  1.0000             1.0000   

          0        1.0000i - 1.0000   1.0000i + 1.0000   

= V

myeig(A)=l][V,

6]; 0 0;0 2 0;1 2- [4=A

  

  .انجام شده مي باشدنتايج بدست آمده با اين برنامه مطابق با محاسبات دستي 
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   بصورت زير بدست مي آيد،A معادله مشخصه ماتريس-
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   با حل معادله مشخصه مقادير ويژه را بدست مي آوريم،-
5,20)5()2(2016 32,1

223 =−=→=−+=−−− λλλλλλλ  
  .  دو مقدار ويژه حقيقي تكراري و يك مقدار ويژه متمايز داردAبنابراين ماتريس

  
آنجاييكه از  حال بردارهاي ويژه متناظر با هر يك از مقادير ويژه را محاسبه مي كنيم، -
123)(rank 1 =−=−− IAn λ22,1 است، لذا براي مقدار ويژه تكراري −=λ فقط يك بردار 

  با استفاده از تعريف بردار ويژه داريم،. ويژه مستقل خطي داريم
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   را مي توان بدين صورت نوشت،3v و1vاز اين رو بردار ويژه
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   كرد،بطور مشابه با روش ماتريس الحاقي نيز مي توان محاسبه
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

2-    0     0     

0     2-    0     

0     0     5     

= D

0.7071    0.7071    0.1240    

0.0000    0         0         

0.7071    0.7071    0.9923    

= V

eig(A)=D][V,

20-   16-   1-    1     

= ans

poly(A)

3];- 0 0;1 2- 8;0- 3 [6=A
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   داريم،myeig.mو با استفاده از برنامه 

2-    

2-    

5     

= l

1     1     1     

0     0     0     

1     1     8     

= V

myeig(A)=l][V,

3];- 0 0;1 2- 8;0- 3 [6=A

  

رائه مي دهد و اين موضوع تحليل هاي دستي توجه كنيد كه براي مقدار ويژه تكراري يك بردار ويژه ا
  .انجام شده را تاييد مي كند

□  
  
   محاسبه مقادير ويژه با روش هاي تكراري 3- 5

استفاده از روش كلاسيك براي محاسبه مقادير ويژه براي ماتريس هايي با ابعاد بزرگ مقرون   
ري براي بدست آوردن مقادير لذا در چنين شرايطي اغلب از روش هاي عددي يا تكرا. به صرفه نيست

  . اشاره شده استQRدر اين بخش به دو روش تواني و تجزيه . ويژه استفاده مي شود
  
   تواني استفاده از روش-5-3-1

روش به يا  1روش تواني ي تكراري براي محاسبه مقادير ويژهيكي از معروف ترين روش ها  
در هر مرحله بزرگترين مقدار ويژه از نظر  در اين روش كه يك روش تكراري است . استتوان رساني

 اين روش زماني .قدرمطلق و بردار ويژه متناظر با آن با توجه به معيار دقت مورد نظر تعيين مي گردد
اگر اين روش را براي ماتريس معكوس اجرا  .كاربرد دارد كه ماتريس داراي مقادير ويژه تكراري نباشد

  . قدر مطلق بدست مي آيدكنيم كوچكترين مقدار ويژه به لحاظ
  

nnAماتريس   nλλλمقادير ويژه متمايزبا را  × ,,, 21 K و بردارهاي ويژه مستقل خطي 
nvvv ,,, 21 Kلذا بردارهاي ويژه تشكيل يك دسته پايه براي.  در نظر بگيريدnℜمي دهند . 

  ي بصورت زير قابل اجرا است،الگوريتم تكرار
  

                                                 
١ Power Method 
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} كهرا چنان در نظر بگيريد nℜ∈0uبردار دلخواه -1مرحله } 1max
10 ==

≤≤∞ ini
uuاشد ب.  

 بردار-2مرحله
∞

=
0

0
1 u

u
u

A
A وريد] را بدست.  

بردار -3مرحله
∞

=
1

1
2 u

uu
A
A آوريد را بدست.  

M  
بردار -4حلهمر

∞−

−=
1

1

k

k
k A

A
u
u

u آوريد را بدست.  

 -5مرحله
k

T
k

k
T
k A

uu
uu

=1λبزرگترين مقدار ويژه به لحاظ قدر مطلق و kuv   با بردار ويژه متناظر1=

  .آن است
 در نظر بگيريم εاگر دقت مورد نظر را. زمان خاتمه الگوريتم به دقت مورد نظر بستگي دارد  

  مي توان چنين معياري را براي خاتمه الگوريتم در نظر گرفت،

ε
λ

λλ
≤

−
+

+

)1(

)()1(

i

ii

  

     نوشته شده است،MATLAB در نرم افزار powereig.mبراي اجراي اين الگوريتم تكراري برنامه 
  

u)/(u'*u);*(u'*A  l1

);inf''u,*u)/norm(A*(A  u

);inf''u/norm(u,  u

;randn(n,1)  u

10;  ee

size(A,1);  n

err),powereig(A  D][V, function

Method Power by eigenvalue absolute largest Calculate %

=

=

=

=

=

=

=

  

l2;  D

u;  V

end

l2;  l1   

l1)/l2);-abs((l2  ee   

u)/(u'*u);*(u'*A  l2   

);inf''u,*u)/norm(A*(A  u   

err)while(ee

=

=

=

=

=

=

>
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در اين برنامه .  كوچكترين مقدار ويژه را به لحاظ قدرمطلق محاسبه مي كندinvpowereig.mبرنامه 
سبه مي شود كه معكوس آن الگوريتم براي ماتريس معكوس اجرا شده و بزرگترين مقدار ويژه آن محا

  .كوچكترين مقدار ويژه ماتريس اصلي است با برابر
  

l2;  D

u;  V

end

l2;  l1   

l1)/l2);-abs((l2  ee   

;u))/(u'*u)\(u'*(A  l2   

);inf''u,\u)/norm(A\(A  u   

err)while(ee

;u))/(u'*u)\(u'*(A  l1

);inf''u,\u)/norm(A\(A  u

);inf''u/norm(u,  u

;randn(n,1)  u

10;  ee

size(A,1);  n

err)g(A,invpowerei  D][V, function

Method Power by seigenvalue absolute smallest Calculate %
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  7-5مثال
  . را با توجه به دقت خواسته شده بدست آوريدA ويژه ماتريستواني مقاديرستفاده از روش با ا
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   را در مرحله اول بدست مي آوريم،مقدار ويژه
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==→⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
1

8750.0
44

5.3
1
5.0

64
65 1

21
uuu AA  

  مقدار ويژه را در مرحله دوم بدست مي آوريم،
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  حال براي ادامه كار خطا را بررسي مي كنيم،
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1 100710.1

2212.2
600.42212.2 −>=

−
+−

=
−
λ

λλ  

  لذا مرحله بعدي را ادامه مي دهيم،
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  مقدار ويژه را در مرحله سوم بدست مي آوريم،
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  حال براي ادامه كار خطا را بررسي مي كنيم،
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به دليل طولاني بودن محاسبات دستي نتايج كلي توسط نرم . لگوريتم نهايتاً به جواب مي رسيمبا ادامه ا

 به جاي  خاص اين مثالبراي  powereig برنامه در اجراي.  بدست آمده استMATLABافزار 
] اوليه آن را بردار u براي توليد بردارrandnاستفاده از تابع     . در نظر گرفته ايم1,1[
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⎡
−

−
=

1
7484.0

1vزيردر شكل . است  

  شده است، رسم 1λنحوه همگرايي مقدار ويژه
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0 2 4 6 8 10 12 14
-5

-4.5

-4

-3.5

-3

-2.5

-2

eigenvalue 

iteration 

  
  Aماتريسبراي  1λنحوه همگرايي مقدار ويژه -) 1-5(شكل

  
 نرم افزار eigبه منظور مقايسه نتايج ابتدا مقادير ويژه و بردار ويژه ماتريس را با استفاده از دستور 

MATLAB،بدست مي آوريم   

3-    0     

0     2     

= D

0.8000    0.4472    

0.6000    0.8944    

= V

eig(A)=D][V,

6];- 6;4- [5=A

  

  .م افزار با محاسبات الگوريتم مطابقت داردنتيجه نر
  

در . ژه ماتريس بدست آيدن مقدار وي اجرا مي كنيم تا كوچكتريحال برنامه را براي معكوس ماتريس
] اوليه آن را بردار uاينجا هم بردار   .  در نظر گرفته ايم1,1[
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0.5017    

= D

0.4987    

1.0000    

= V

err)g(A,invpowerei = D][V,

.01;=err

6];- 6;4- [5=A

  

  
 A است، پس كوچكترين مقدار ويژه ماتريس5017.0 برابر باA−1ا بزرگترين مقدار ويژه ماتريسلذ

  بصورت زير بدست مي آيد،

29932.1
5017.0
1

2 ≈==λ  
  

  در شكل زير نحوه همگرايي مقدار ويژه ماتريس معكوس نشان داده شده است،

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

eigenvalue 

iteration 

  
  A−1ماتريسبراي  1λ نحوه همگرايي مقدار ويژه-) 2-5(شكل

  
□  
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0 5 10 15 20 25 30
-6.2

-6

-5.8

-5.6

-5.4

-5.2

-5

-4.8

-4.6

-4.4

eigenvalue 

iteration 

  8-5مثال
  . را بدست آوريدAمقادير ويژه ماتريسبزگترين و كوچكترين با استفاده از روش تواني 

310,
005
261

104
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−= εA  

   مقادير ويژه ماتريس را بدست مي آوريم،eigدستور با استفاده از ابتدا جهت مقايسه نتايج 

1-    5    6-    

= ans

eig(A)'

0]; 0 2;5- 6- 1;-1 0 [4=A

  

   داريم،powereigبا اجراي برنامه 

6.0027-   

= D

0.0009-   

1.0000-   

0.0009-   

= V

err),powereig(A = D][V,

.001;=err

0]; 0 2;5- 6- 1;-1 0 [4=A

  

   رسم شده است،1λنحوه همگرايي مقدار ويژه) 3-5(در شكل
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

A  coبراي ماتريس1λويژه نحوه همگرايي مقدار -) 3-5(شكل
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   داريم،invpowereig.mهمچنين با اجراي برنامه 

0.9999-   

= D

1.0000-   

0.3603    

0.2000    

= V

err)g(A,invpowerei = D][V,

.001;=err

0]; 0 2;5- 6- 1;-1 0 [4=A

  

 است، پس كوچكترين مقدار ويژه ماتريس −9999.0 برابر باA−1لذا بزرگترين مقدار ويژه ماتريس
A،بصورت زير بدست مي آيد   

0001.1
9999.0
1

3 −=
−

=λ  
  در شكل زير نحوه همگرايي مقدار ويژه ماتريس معكوس نشان داده شده است،

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-1.02

-1

-0.98

-0.96

-0.94

-0.92

-0.9

-0.88

-0.86

-0.84

-0.82

eigenvalue 

iteration 

  A−1 براي ماتريس1λ نحوه همگرايي مقدار ويژه-) 4-5(شكل
  

 انتخاب مي شود، لذا سرعت randn اوليه توسط تابع uمقدار بردار  از آنجاييكه در اجراي برنامه
  .همگرايي مي تواند تغيير كند
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   QRتجزيهاز  استفاده -5-3-2
در اين روش .  استQRيك روش ديگر براي بدست آوردن مقادير ويژه استفاده از تجزيه

nnA ماتريسQRسعي مي شود تا با استفاده از تجزيه  به يك ماتريس بالا مثلثي تبديل گردد، كه در ×
 اين روش براي ماتريس هايي كاربرد .اين صورت عناصر روي قطر اصلي همان مقادير ويژه خواهند بود

   مذكور بصورت زير است، الگوريتم. ته باشنددارد كه مقادير ويژه متمايز و حقيقي داش
  

00 تجزيه-1مرحله  RQA 001سپس ماتريس.  را بدست آوريد= QRA   . را محاسبه نماييد=
111 تجزيه-2مرحله  RQA 112سپس ماتريس.  را بدست آوريد= QRA   . را محاسبه نماييد=
  .مرحله ادامه دهيدk به همين ترتيب تا-3ه مرحل

  
 به صفر نزديك شده mAالگوريتم زماني پايان مي يابد كه عناصر زير قطر اصلي ماتريس  

  . خواهند بودA همان مقادير ويژه ماتريسmA عناصر روي قطر اصلي ماتريسدر اينصورت .باشند
  

  9-5مثال
AAAماتريس هاي ثابت كنيد،ه از الگوريتم بالا با استفاد ,,   . مقادير ويژه يكساني دارندkAتا 12

  
TQAQAابتدا ثابت مي كنيم   TQAQA و =010 0201   . است=

00100001001 RQAQQRQAQRA T

I

TT =→=→=
321

  

11211112112 RQAQQRQAQRA T

I

TT =→=→=
321

  

00توجه با اينكه حال با  RQA 111 و= RQA    است داريم،=
TT QAQRQAQAQRQA 12111101000 , ====  

  
  حال به اثبات مسئله اصلي مي پردازيم،

{ { 1

1

01

1

001001000 )( AIQAIQQAIQQAQQQAI TTTT −=−=−=−=− λλλλλ  

{ { 2

1

12

1

1121121111 )( AIQAIQQAIQQAQQQAI TTTT −=−=−=−=− λλλλλ  

21لذا  AIAIAI −=−=− λλλ ماتريس هاياست وAAA ,,  . مقادير ويژه يكساني دارند12
  .با ادامه همين روش بقيه ماتريس ها را نيز بدست آوردمي توان 
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.  براي اجراي اين الگوريتم نوشته شده استMATLAB در نرم افزار QReig.mبرنامه   
 A الگوريتم را به عنوان ورودي گرفته و مقادير ويژه ماتريس و تعداد تكرار برايAاين برنامه ماتريس

  .رائه مي دهد خروجي ارا در

diag(A);  L

end

A1;  A   

Q0;*R0  A1   

qr(A,0);  R0][Q0,   

k:1i for

k)QReig(A,  L function

methodQRbyseigenvalueCalculate %

=

=

=

=

=

=

  

  
ينصورت مي توان ادر . مي توان به جاي تعيين تعداد تكرارها يك حدي براي خاتمه الگوريتم قرار داد

  برنامه را به شكل زير اصلاح نمود،

diag(A);  L

end

sum(B(:));  k   

;tril(A,-1)  B   

A1;  A   

Q0;*R0  A1   

qr(A,0);  R0][Q0,   

0.0001)k)while(abs(

1;  k

QReig(A)  L function

method QR by seigenvalue Calculate %

=

=

=

=

=

=

>

=

=

  

  .در اينجا نيازي به وارد كردن تعداد دفعات تكرار نيست
  

  10-5مثال
  . مقادير ويژه ماتريس زير را بيابيدQRبا استفاده از الگوريتم تجزيه

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

53
24

A  

  
co   بدست مي آوريم، مقادير ويژه راeigبراي مقايسه نتايج ابتدا با استفاده از دستور 
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7-    

2-    

= ans

eig(A)

5];- 2;3 [-4=A

  

  مقادير ويژه را حساب مي كنيم،اصلاح شده QReig.m حال با استفاده از برنامه

2.0000-   

7.0000-   

= L

QReig(A) = L

5];- 2;3 [-4=A

  

  روند اجرا در جدول زير آورده شده است،
  

11 −−= iii QRA  step i  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

24.268.1
68.076.6  1  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

9505.14847.0
5153.00495.7  2  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
9766.11359.0

8641.00234.7  3  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

9926.10386.0
9614.00074.7  4  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
9978.10110.0

9890.00022.7  5  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

9994.10031.0
9969.00006.7  6  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
9998.10009.0

9991.00002.7  7  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

9999.10003.0
9997.00001.7  8  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
0000.20001.0

9999.00000.7  9  
  

 رسيده و عناصر روي −410 مرحله تكرار ماتريس بالامثلثي به دقت مورد نظر9در اين مثال پس از 
  . شدندA نيز بيانگر مقادير ويژه ماتريس9Aقطر اصلي ماتريس
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  11-5مثال
  . مقادير ويژه ماتريس هاي زير را بيابيدQRبا استفاده از الگوريتم تجزيه

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=

3585
5158

8621
7324

,
875

677
821

BA  

  مقادير ويژه را بدست مي آوريم،نيز  eigبراي مقايسه نتايج با استفاده از دستور 

2.5011-   

8.9168    

10.2455-  

13.8299   

= L

QReig(B) = L

10.2455-  

8.9167    

2.5011-   

13.8299   

= ans

eig(B)

3]; 5- 8 5;-5- 1 5 8;8 6 2 7;1- 3 2- [4=B

5.8191    

6.7679-   

13.0512-  

= L

QReig(A) = L

13.0512-  

6.7680-   

5.8191    

= ans

eig(A)

8];- 7 6;5 7- 8;7 2- [1=A
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  قطري سازي ماتريس هاي مربعي 4- 5
در قطري سازي ماتريس هاي مربعي يكي از كاربردهاي مهم مقادير ويژه و بردارهاي ويژه   

nnAاگر يك ماتريس. است  بردار ويژه مستقل خطي باشد، اين ماتريس را با تبديل همانندي n داراي×
نداشته باشد  بردار ويژه مستقل خطي را nولي ماتريسي كه مجموعه كاملي از. مي توان قطري نمود

  . نمي تواند قطري گردد، چنين ماتريسي را بايد به فرم كانونيكال جردن تبديل كرد
  
   ماتريس هاي همانند-5-4-1

nnAماتريس هاي   nnBو ×  وجود T گويند اگر يك ماتريس غيرمنفرد مانند1همانند را ×
  شد، چنانكه عبارت زير برقرار گردد،داشته با

)5-8(             BATT =−1  
 بدست آمده است و A از ماتريس2تبديل همانندي با يك Bدر اينصورت مي گوييم ماتريس

 را مي توان از طريق ماتريس Aچنين ماتريسهم.  گويندماتريس تبديل را T غيرمنفردماتريس
    بدست آورد،T−1تبديل

)5-9(              1−=TBTA  
  

nnA دترمينان دو ماتريس همانند:1نكته nnB و×    يكسان مي باشد، ×

          ATA
T

TATATTB ==== −− 111  

  .لذا با اعمال يك تبديل همانندي دترمينان ماتريس تغيير نمي كند
  

nnA معادله مشخصه يك ماتريس مانند:2نكته    تحت تبديل همانندي تغيير نمي يابد،×
                  0=−=− BIAI λλ  

  اين موضوع را مي توان به اين شكل نشان داد،

AITAI
T

TAIT

TAITATTTTATTIBI

−=−=−=

−=−=−=−

−

−−−−

λλλ

λλλλ

1

)(

1

1111

  

  .لذا با اعمال يك تبديل همانندي مقادير ويژه ماتريس تغيير نمي كند
  

                                                 
١ Similar 
٢ Similarity Transformation 
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، A گويند، اگر كليه ماتريس هاي همانند ماتريستغييرناپذير يك ماتريس را  ازيك خاصيت: 3نكته
تعداد بردارهاي مقادير ويژه، ،  اثر، دترمينان، رتبه عبارتند از اين خواص.آن خاصيت را دارا باشند

 تحت تبديل هاي همانندي تغييرناپذير تقل خطي و فرم جردن يك ماتريس كه تمامي اين مواردمس
  .هستند

  
  12-5مثال

   همانند هستند،T تحت ماتريس تبديلB وAماتريس هاي

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

20
11

,
12
18

,
34
26

TBA  

ATBT

BATT

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−

−
−

−

−
−

34
26

0
1

12
18

20
11

12
18

20
11

34
26

0
1

2
1

2
1

1

2
1

2
1

1

  
 

  حال برخي از خواص تغيير ناپذير تحت تبديل هاي همانندي را بررسي مي نماييم،

2984.1,7016.7298.1,7016.7
2)(rank2)(rank

1028)det(10818)det(
918)(trace936)(trace

2121 ====
==
=+==−=
=+==+=

BBAA

BA
BA

BA

λλλλ

  

□  
  
   حقيقي وقطري سازي ماتريس ها با مقادير ويژه متمايز -5-4-2

nnAاگر مقادير ويژه يك ماتريس    بردار ويژه مستقل خطي n متمايز باشند، آنگاه دقيقاً×
nnA بدست آورد كه مي تواند ماتريسTوجود دارد كه مي توان با استفاده از آنها يك ماتريس تبديل × 

nvvvاگر .را به يك ماتريس قطري تبديل كند ,,, 21 Kاتريس بردارهاي ويژه مستقل خطي براي م 
nnA    را بصورت زير تعريف مي كنيم،T باشند، در اينصورت ماتريس تبديل×

niA iii ,,1, K== vv λ  

[ ] [ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

n

nnA

λ

λ
λ

K

O

L

L

LL

00

00
00

2

1

2121 vvvvvv  

Λ= TAT  co
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)5-10(                  ]|||[ 21 nT vvv L=  
nnA كه ماتريسTبه اين ماتريس تبديل  گويند و 1ماتريس مدال را به فرم قطري تبديل مي كند، ×

nnAفرم قطري سازي شده ماتريس    بصورت زير نمايش داده مي شود،×
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iλها مقادير ويژه ماتريسAهستند و به ماتريس Λ ماتريس2صورت قطري Aگفته مي شود .  
  

ATT بصورتAاگر ماتريس: 1نكته 1−=Λ ،قطري سازي شده باشد   
=Λ−1 داريم، k براي هر مقدار صحيح مثبت-1 TTA kk.  
   معكوس پذير بوده و داريم،A غير صفر باشند، در اينصورتΛ اگر كليه عناصر قطري-2

 111 −−− Λ= TTA   
  

nnAماتريس: 2نكته   مي نامند، 3 فرم همبسته را بصورت زير×
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   است، دله مشخصه بصورت زير قابل بيانمعا براي يك ماتريس به فرم همبسته

)5-13(               01
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1 aaaaAI n
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n +++++=− −
− λλλλλ L  

  
 متناظر با هر مقدار ivهمچنين بردار ويژه.  هستندAكه ريشه هاي آن همان مقادير ويژه ماتريس

  بدست مي آيد،  بشكل زيرiλ متمايزويژه
)5-14(                                [ ]Tn

iiii
121 −= λλλ Lv   

                                                 
١ Modal Matrix 
٢ Diagonal Form 
٣ Companion Form 
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  ، گويند1ماتريس وندرموندكه به آن ، خواهد بود به شكل زير T ماتريس مدالدر اين صورت
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   به شكل زير مي باشد، همبستهفرم ديگري از ماتريس
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  بدست مي آيد، شكل زير بiλ متمايز متناظر با هر مقدار ويژهivبردار ويژهدر اينصورت 
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   زير محاسبه مي شود،ماتريس وندرموند به صورتو 
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   بصورت زير قابل محاسبه است،T مي توان نشان داد كه در ماتريس وندرموند، دترمينان ماتريس
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١ Vandermonde 
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  13-5مثال
  . را محاسبه نماييد20A وA−1 سپس مقدار را بدست آوريد،Aفرم قطري سازي شده ماتريس
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aمعادله مشخصه ماتريس
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  با حل معادله مشخصه مقادير ويژه بصورت زير بدست مي آيند،
5,1,60)5)(1)(6(30292 321

23 =−=−=→=−++=−−+ λλλλλλλλλ  
 مستقل خطي متناظر با هر يك حال مي توان سه بردار ويژه.  سه مقدار ويژه متمايز داردAلذا ماتريس

  .از مقادير ويژه بدست آورد
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)()(توجه كنيد، از آنجائيكه iiiA vv αλα  مي باشد، يعني مضارب اسكالر يك بردار ويژه نيز خود =
 حدالامكان ساده T را چنان انتخاب كرد كه ماتريس مدالαاريك بردار ويژه است، لذا مي توان مقد

   بصورت زير بدست مي آيد،Tلذا ماتريس مدال . باشد
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co  .حال مي توان ماتريس قطري سازي شده را بدست آورد
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  . هستندAهمانطور كه ديده مي شود عناصر قطري ماتريس همان مقادير ويژه ماتريس
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دال را همانند محاسبات دستي بدست آورد و با  مي توان ماتريس مmyeig.mبا استفاده از برنامه 

  فرم قطري سازي شده ماتريس را بدست آورد،استفاده از آن 

1.0000-   0         0         

0.0000-   5.0000    0         

0         0         6.0000-   
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 ليكن ستون هاي ،دال را مي دهد نيز همان ماتريس مeig(A)=[V,D] در دستور Vالبته ماتريس 

  .ماتريس به فرم يكامتعامد هستند
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  14-5مثال
  بدست آوريد، را A ماتريس و ماتريس مدالفرم قطري سازي شده
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   را بدست مي آوريم،Aابتدا مقادير ويژه ماتريس
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فرم قطري . از آنجاييكه سه مقدار ويژه حقيقي و متمايز دارد مي توان فرم قطري كامل را بدست آورد
  كامل به صورت زير است،
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 دال در انتخاب بردار ويژه بايد ستون هاي همسان را در ماتريس دقت كنيد براي ايجاد ماتريس م

   به شكل زير خواهد بود،Tداللذا ماتريس م . الحاقي انتخاب نمود
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   داريم،myeig.mبا استفاده از برنامه 
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  15-5مثال
   را بدست آوريد،CAفرم قطري سازي شده ماتريس همبسته
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  مقادير ويژه بصورت زير بدست مي آيند،
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 همبسته بوده و سه مقدار ويژه متمايز دارد، لذا مي توان براي قطري سازي آن CAاز آنجائيكه ماتريس

  ماتريس وندرموند را بدست آورد،
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   به شكل زير مي باشد،CAفرم قطري ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−=Λ

=Λ −

200
030
004

111
234

4916

010
001
24269

65.35.0
861

35.25.0

1 TAT C

  

  
  دال بدست مي آيد، ماتريس مmyeig.mبا استفاده از برنامه 
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  همچنين فرم قطري سازي شده نيز قابل محاسبه است،
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co  قطري سازي ماتريس ها با مقادير ويژه متمايز مختلط  -5-4-3
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nnAاگر ماتريس   ادير ويژه مختلط غير تكراري باشد مي توان روش گفته شده مق داراي ×
 ماتريس  وT در اينصورت ماتريس تبديل ليكن. براي مقادير ويژه متمايز حقيقي را اجرا نمود

اين ماتريس عناصري با اعداد مختلط خواهد بود كه ممكن است در كاربردهاي بعدي  شامل Λقطري
ي تغيير داد  را بصورتT ماتريس تبديلمي توان اجتناب از حضور اعداد مختلط  براي.مشكل ساز گردد

  .كه فقط اعداد حقيقي در آن ظاهر شوند
nnAمقادير ويژه ماتريس فرض كنيد     باشند، بصورت زير  ×

43421
K

444 3444 21
K

real

nm

conjugatecomplex

mm λλλλλλ ,,,,,,, 2121 ++  

121ر آنكه د ,,,, +mm λλλλ Kفرم مقادير ويژه مختلط مزدوج بmm jωσ nm و± λλ ,,2 K+ 
   زير در نظر بگيريد،بردارهاي ويژه متناظر با اين مقادير ويژه را بصورت حال .مقادير ويژه حقيقي باشند

nmm vvvvv ,,,,,, 231 KK +  
  

    با عناصر حقيقي را بشكل زير مي توان تعريف كرد،Tماتريس  تبديليك 
)5-20(  ]|||}Im{|}Re{||}Im{|}Re{|}{Im|}{[ReT 23311 nmmm vvvvvvvv LL +=  
  
در اين حالت   زير تبديل مي گردد،1 بلوكيقطري به فرم Aماتريس اين ماتريس تبديل  استفاده ازبا

  .ماتريس قطري كامل نخواهد بود

)5-21( 
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ATT

λ
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O
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33
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11

11

1

0

0

  

  
  

  16-5مثال

                                                 
١ Block-Diagonal 

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



 322  ه و بردارهاي ويژه مقادير ويژ: م    فصل پنج                                                                                            

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

 

   بصورت زير باشد،Aاگر مقادير ويژه ماتريس
4,52,31 54,32,1 −=±−=±= λλλ jj  

  فرم قطري بلوكي شده اين ماتريس بصورت زير خواهد بود،

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
−

=Λ→

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

+−
−

+

40000
02500
05200
00013
00031

40000
052000
005200
000310
000031

j
j

j
j

  

  .به جاي قطري كامل با عناصر مختلط به فرم قطري بلوكي تبديل مي شود
□  
  

  17-5مثال
  را بدست آوريد،و ماتريس تبديل  A ماتريس شدهفرم قطري سازي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−
=

201
020
121

A  

   بصورت زير بدست مي آيد،Aمعادله مشخصه ماتريس

06950
201

020
121

23
3 =+++→=

+−
+

+
=− λλλ

λ
λ

λ
λ AI  

  پس از حل معادله مشخصه مقادير ويژه بصورت زير بدست مي آيند،
2
3

2
3

3,21
223 ,20)33)(2(695 j±=−=→=+++=+++ −λλλλλλλλ  

بردارهاي ويژه متناظر .  يك مقدار ويژه حقيقي و دو مقدار ويژه مختلط مزدوج داردAبنابراين ماتريس 
  با اين مقادير ويژه  را بدست مي آوريم،

iiiA vv λ=  
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   بصورت زير بدست مي آيد،Tلذا ماتريس تبديل
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   را بدست مي آوريم،Λ بلوكي شده-حال ماتريس قطري
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ATT  

  
 در نرم افزار eig(A)=[V,D]براي بدست آوردن ماتريس تبديل در اين حالت اگر از دستور 

MATLAB و يا از برنامه myeig.m استفاده نماييم، از آنجاييكه بردارهاي ويژه بطور مختلط 
ه و مقادير ويژ. محاسبه مي شوند، لذا ماتريس تبديل بدست آمده نيز فرم مختلط خواهد داشت

  بردارهاي ويژه مختلط بصورت زير بدست مي آيد،
  

2.0000-  

0.8660i - 1.5000-  

0.8660i + 1.5000-  

= l

          1.0000             1.0000             1.0000   

          0.5000             0.0000             0.0000   

          0        0.8660i - 0.5000   0.8660i + 0.5000   

= V

myeig(A)=l][V,

2];- 0 0;1 2- 1;0- 2 [-1=A

  

  
 برنامه را  وردن ماتريس تبديل به فرم حقيقي و فرم قطري بلوكي ماتريس مورد نظر براي بدست آلذا

co  بصورت زير تغيير مي دهيم،
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T;*A\TL

end

end        

1;f      

i));imag(T(:,i)T(:,      

0f & 0i)),isreal(T(: elseif   

0;f      

i));real(T(:,i)T(:,      

1f & 0i)),isreal(T(: if   

);r''A,-))eye(size(A*null(l(i)i)T(:,   

n:1i for

1;f

(A));zeros(sizeT

size(l,1);n

eig(A);l

(A)complexeigL][T, function

seigenvalue complex for form diagonal blockand  matrix modal %Calculate

=

=

−=

====

=

=

====

=

=

=

=

=

=

=

  

  
  اجراي برنامه بصورت زير است،

2.0000-   0.0000-   0.0000-   

0.0000-   1.5000-   0.8660-   

0         0.8660    1.5000-   

= L

1.0000    0         1.0000    

0.5000    0         0.0000    

0         0.8660-   0.5000    

= T

(A)complexeig=L][T,

2];- 0 0;1 2- 1;0- 2 [-1=A

  

  
ري بلوكي حاصل نيز با ماتريس تبديل عناصر حقيقي دارند و ماتريس قطبا دقت مشاهده مي شود كه 
  .فرم گفت شده مطابقت دارد
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  18-5مثال
  را بدست آوريد،و ماتريس تبديل  A ماتريسفرم قطري سازي شده
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⎣
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−−
=

841
121
124

A  

   آوريم، را بدست ميAابتدا مقادير ويژه، بردارهاي ويژه و سپس فرم قطري سازي شده ماتريس

0605914
841

121
124

23 =−+−=
−
−−−
−−−

=− λλλ
λ

λ
λ

λ AI 

1235.12578.6,4843.1 3,21 j±== λλ  
ماتريس يك مقدار ويژه حقيقي و دو مقدار ويژه مختلط مزدوج دارد، بايد به فرم قطري بلوكي تبديل 

  فرم قطري بلوكي به صورت زير است،. گردد
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22
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1

σω
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λ
  

ATTحال ماتريس تبديل همانندي را مي يابيم كه رابطه 1−=Λبراي اين منظور .  را برآورده سازد
   بردارهاي ويژه نظير هر يك از مقادير ويژه را بدست مي آوريم،
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 براي محاسبه بردارهاي ويژه استفاده شده MATLABنرم افزار eig(A)=[V,D] دستور در اينجا از 
  است،
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   به شكل زير خواهد بود،Tلذا ماتريس تبديل

{ } { }[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
==

7959.0
2283.0
3678.0

0940.0
1706.0
3757.0

3144.0
6782.0
6642.0

ImRe 221 vvvT  

  
   مي توان نتايج را مقايسه نمود،complexeig.mبا استفاده از برنامه 

6.2578    1.1235-   0.0000-   

1.1235    6.2578    0.0000-   

0.0000    0.0000    1.4843    

= L

0         1.0000    1.0000    

0.1779    0.3079    2.1570    

0.4117    0.5107    2.1124-   

= T

(A)complexeig=L][T,

8]; 4- 1;-1 2 1;1 2 [4=A

  

□  
  
  ير ويژه تكراريقطري سازي ماتريس ها با مقاد -5-4-4

 بردار ويژه nاگر ماتريسي مقادير ويژه تكراري داشته باشد ممكن است كه مجموعه كاملي از  
ماتريس را قطري ا با روشهاي مطرح شده مستقل خطي را نداشته باشد، لذا در اينصورت نمي توان آن ر

   .يني بدست آورد و براي كمبود بردارهاي ويژه بايد جايگزسازي كرد
nnAفرض كنيد ماتريس    و تعدادي مقادير ويژه 1λ مانندk يك مقدار ويژه مكرر مرتبه×

nkk بصورت1λمتمايز و متفاوت از λλλ ,,, 21 K++داشته باشد  .  
nkk

k

λλλλλλ ,,,,,,, 21111 K
43421
K ++  

nnAدر اينصورت ماتريس  بردار ويژه مستقل خطي متناظر با مقدار ويژه k حداقل يك و حداكثر×
αλاگر.  خواهد داشت1λتكراري −=− nAI )(rank  بردار ويژه مستقل خطي αتعداد باشد، 1

 اين بردار هاي .حساب شوند  بردار ديگرα−kتناظر با اين مقدار ويژه مكرر وجود دارد و بايد تعداد م
دارهاي ويژه ديگر  برين مقدار ويژه مربوط بوده و هم نسبت بهكه هم به اباشند  چنان اضافي بايد

  .گويند  1افتهبردارهاي ويژه تعميم ي به چنين بردارهايي مستقل خطي باشد،

                                                 
١ Generalized Eigenvectors 

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



                                                                            ه و بردارهاي ويژه مقادير ويژ: مفصل پنج
  

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

327 

αvvv بردار ويژه مستقل خطيαفرض كنيد تعداد ,,, 21 K باشند، آنها را مي توان 
  بصورت زير بدست آورد،

)5-22(              
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M
  

بردار ويژه . ورد تعدادي بردار ويژه تعميم يافته بدست آويژهحال مي توان براي هريك از بردارهاي 
   بصورت زير تعريف مي گردد،ivتعميم يافته متناظر با يك بردار ويژه

)5-23(                               iiiiiii IAA vv =−→+= ϕλϕλϕ )(  
  .براي بدست آوردن بردارهاي ويژه تعميم يافته ديگر به همين ترتيب عمل مي كنيم

)5-24(                                            iii IA ϕϕλ =− +1)(  
  .  زير محاسبه مي گردند به شكلبردارهاي ويژه تعميم يافتهلذا 

  :1v براي بردار ويژه-
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  :2v براي بردار ويژه-
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  :αvاي بردار ويژهو نهايتاً بر
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   بصورت زير بدست مي آيد،T ماتريس تبديلبا استفاده از اين بردارها
)5-25(

1 21 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2[ | | | | | | | | | | | | | | | | | | | ]P P P k k nT
ααϕ ϕ ϕ ξ ξ ξ η η η− − − + += v v v v v vL L L L L  

  
 دقت كرد كه آنها به ترتيب پس از بردار ويژه مربوطه در هنگام چينش بردارهاي ويژه تعميم يافته بايد

ATT با رعايت اين نكته ماتري. قرار گيرند 1−=Λ بدست آمده فرم خاصي پيدا مي كند كه به آن co
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  به شكل قطري كامل نيست بلكه بلوكيΛدر اين فرم هم ماتريس.  مي گويند1فرم كانونيكال جردن
صورت كلي يك ماتريس كانونيكال جردن به شكل زير  . مي گويندبلوك هاي جردناست كه به آنها 

  است،

)5-26(                     
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كه هر يك از 
iPJ ها خود ماتريس هايii PP ي شود  گفته مبلوك هاي جردن هستند، كه به آنها ×

  و بصورت زير تعريف مي گردند،
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  خواص بلوكهاي جردن به شرح زير است،
  . هستندA كليه عناصر روي قطر اصلي ماتريس مقادير ويژه ماتريس-1
  . كليه عناصر زير قطر اصلي صفر هستند-2
  .طر اصلي يك يا صفر هستند عناصر بلافاصله بالاي ق-3
، برابر با تعداد بردارهاي ويژه iλ تعداد بلوك هاي جردن متناظر با يك مقدار ويژه داده شده مانند-4

  .مستقل خطي متناظر با آن مقدار ويژه است
  

  .ثابت كنيد بردارهاي ويژه تعميم يافته با تعريف زير استقلال خطي دارند: قضيه
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١ Jordan Canonical Form 
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11 بردار ويژه نظير آن و1v و k يك مقدار ويژه تكراري مرتبه1λفرض كنيد: اثبات ,, −kϕϕ K 
   توان نوشت،طبق تعريف مي. بردارهاي ويژه تعميم يافته نظير باشند
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11اگر بردارهاي ,, −kϕϕ K1  وvباشند، ضرايب وابسته خطي kααα ,,, 21 Kصفري وجود دارد  غير
  .كه رابطه زير را برآورده كند
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01بايد) 31-5(لذا در رابطه =−kαباشد  .  
  

032ضرايبتمامي به همين ترتيب مي توان نشان داد كه  ==== kααα Lاز آنجاييكه.  است 
0v 01، بايد  مي باشد1= =α11اي لذا برداره.  گردد ,, −kϕϕ K 1 وv مستقل خطي هستند.  
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  19-5مثال
  . زير را بيابيد هايفرم كانونيكال جردن ماتريس
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   را بدست مي آوريم،Aابتدا مقادير ويژه ماتريس
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  متناسب با اين مقدار ويژه را تعيين مي نماييم، براي اين منظور داريم،
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11 متناظر با مقدار ويژه 1vلذا تنها يك بردار ويژه مستقل خطي =λپس فقط يك بلوك .  وجود دارد
براي بدست آوردن بردارهاي ويژه دو روش را مي توان . جردن وجود دارد، كه مرتبه آن سه مي باشد

  پيش گرفت،
  استفاده از تعريف بردار ويژه،: روش اول
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براي اين منظور از تعريف . براي تشكيل ماتريس تبديل بايد دو بردار ويژه تعميم يافته ديگر نيز بيابيم
  بردارهاي تعميم يافته استفاده مي كنيم،
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  استفاده از ماتريس الحاقي،: روش دوم
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براي بدست آوردن دو بردار ويژه تعميم يافته ديگر از مشتقات اول و دوم ماتريس الحاقي استفاده مي 
  كنيم،
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  مي آيد، بصورت زير بدست Tلذا ماتريس تبديل
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   را بدست مي آوريم،Aحال فرم كانونيكال جردن ماتريس
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co  .همانطور كه پيشتر گفته شد فرم كانونيكال جردن فقط يك بلوك جردن با مرتبه سه دارد
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



 332  ه و بردارهاي ويژه مقادير ويژ: م    فصل پنج                                                                                            

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

 

 مي توان براي بدست ,jordan(A)=J][T وjordan(A) از دستورMATLABدر نرم افزار 
 فقط ماتريس كانونيكال jordan(A)دستور.  استفاده نمودAآوردن فرم كانونيكال جردن ماتريس

اتريس تبديل مربوطه  مT ماتريس,jordan(A)=J][Tجردن حاصل را ارائه مي دهد و در دستور
اين دستور براي ريشه هاي غير تكراري و مختلط .  استA ماتريس فرم كانونيكال جردن ماتريسJو 

  . نيز قابل اعمال است و فرم قطري كامل را ارائه مي دهد
   توجه نماييد،,jordan(A)=J][Tبه اجراي دستور
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   را بدست مي آوريم،Aابتدا مقادير ويژه، بردارهاي ويژه و سپس فرم قطري سازي شده ماتريس
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.  تبديل گرددماتريس دو مقدار ويژه حقيقي تكراري مرتبه دو دارد، بايد به فرم قطري بلوكي جردن

co  حال بايد بدانيم براي هر يك از مقادير ويژه تكراري چند تا بلوك جردن داريم،
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42,1براي بردار =λ42,1يك بردار ويژه مستقل خطي داريم، پس يك بلوك جردن براي =λ خواهيم

  .داشت
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24,3براي بردار −=λدو بردار ويژه مستقل خطي داريم، پس دو بلوك جردن خواهيم داشت.  

  به صورت زير است، جردن فرم قطري بلوكي
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ATTحال ماتريس تبديل همانندي را مي يابيم كه رابطه 1−=Λرا برآورده سازد  .  
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42,1 را براي1vابتدا دو بردار ويژه مستقل خطي =λ،بدست مي آوريم  
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   را محاسبه مي كنيم،1ϕسپس بردار ويژه تعميم يافته
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43ژه مستقل خطيحال دو بردار وي , vv24,3 را براي −=λ،محاسبه مي كنيم  
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   به شكل زير خواهد بود،Tلذا ماتريس تبديل
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co   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 
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2-    0    0     0     

0     4     0     0     

0     1     4     0     

0     0     0     2-    

= J

1.0000    0.5000-   0         1.5000    

0         0.0417-   0.2500-   0.0417    

0         0.0417-   0.2500    0.0417    

1.0000    0.5000    0         1.5000    

= T

jordan(A)=J][T,

1]; 0 0 0.5;-3 1 3- 0;-0.5 3- 1 3;0- 0 0 [1=A
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   بصورت زير قابل محاسبه است،Aمعادله مشخصه ماتريس

0,10)1(
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0 43,2,1
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−
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→=− λλλλ

λ
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λ AI  

)3( يك مقدار ويژه متمايز و يك مقدار ويژه مكرر مرتبه سه داردAلذا ماتريس =k.  
  

11براي مقدار ويژه مكرر −=λ،داريم   

22
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rank)(rank 41 =→=
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−−
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=− αλ AI  

11 است، پس دو بلوك جردن براي مقدار ويژه مكررα=2لذا  −=λ وجود دارد و دو بردار ويژه 
co  . مستقل خطي متناظر آن داريم
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v 0 0 v  

  
   بدست مي آوريم،1vحال يك بردار ويژه تعميم يافته متناظر با بردار ويژه 
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04براي مقدار ويژه متمايز =λ4 يك بردار ويژهv،بصورت زير بدست مي آيد   

10 129
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v 0 0 v  

  
   بصورت زير بدست مي آيد،Tبنابراين ماتريس تبديل
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   را بدست مي آوريم،Aسپس فرم كانونيكال جردن ماتريس 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

==Λ −

0011
0001
0101
1112

2100
1000
1110
3010

1211
0110
1100
0100

1ATT  co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



                                                                            ه و بردارهاي ويژه مقادير ويژ: مفصل پنج
  

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

337 

⎥
⎥
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   داريم،MATLABافزار با استفاده از نرم 
  

1-    0    0     0     

0     1-    0     0     

0     1     1-    0     

0     0     0     0     

= J

1     1     1-    0     

1-    0     1     0     

3-    3-    1     0     

0     2     2     2-    

= T

jordan(A)=J][T,

2];- 1- 0 1;0 0 0 1;0 1 1- 3;0 0 1 [0=A

  

□  
  

  20-5مثال
1111167 مقادير ويژه بصورتAدر يك ماتريساگر  ,,,,,, λλλλλλλ ويژه باشند و براي پنج مقدار 

تكراري فقط دو بردار ويژه مستقل خطي داشته باشيم، آنگاه فرم كانونيكال جردن مي تواند به شكل 
  ير بيان گردد،ز
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تعيين شكل بلوك هاي جردن  .در واقع يك ماتريس قطري حالت خاصي از فرم كانونيكال جردن است
 . را در نظر بگيريد1λ با يك مقدار ويژه مكرر مرتبه سوم مانندA×33ماتريس. ممكن است ساده نباشد

  براي اين ماتريس هر يك از صورتهاي كانونيكال جردن زير امكان پذير است،
  

  
  
  

)(0هر يك از اين سه ماتريس معادله مشخصه يكساني بصورت  3
1 =− λλليكن ماتريس.  دارند)(a 

 به c)( وb)(يس هايمتناظر با حالتي است كه فقط يك بردار ويژه مستقل خطي وجود دارد و ماتر
لذا حتي اگر مرتبه تكرار مقدار ويژه يكسان . ترتيب داراي دو و سه بردار ويژه مستقل خطي هستند

  .باشد، تعداد بلوك هاي جردن و ترتيب آنها ممكن است بسته به ساختار ماتريس اصلي متفاوت باشد
□  
  

  21-5مثال
  ر را در نظر بگيريد،ماتريس زي
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  . بدست آوريد شده آن راقطري سازيفرم 
  

  .ابتدا معادله مشخصه و مقادير ويژه ماتريس حالت را بدست مي آوريم

0)22()1(0
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12,1مقادير ويژه عبارتند از،  −=λ و j±−= 14,3λبراي . م قطري بلوكي تبديل نمود لذا بايد به فر
   بردارهاي ويژه را بدست مي آوريم،Tبدست آوردن ماتريس تبديل
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11لذا فقط يك بردار ويژه مستقل خطي متناظر با  −=λ وجود دارد و بايد يك بردار تعميم يافته 
  .ديگر بدست آوريم
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11 تعميم يافته برايويژهحال يك بردار  −=λ،محاسبه مي كنيم   
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=−±jبردارهاي ويژه متناظر با  14,3λ،بصورت زير است   
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co   خواهد بود، 3v هم مزدوج بردار ويژه4vردار ويژهب
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   بصورت زير بدست مي آيد،Tماتريس تبديل
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  .حال بايد فرم قطري بلوكي جردن را بدست آوريم
ATT 1−=Λ  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−
−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−⎥

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

=Λ

1100
1100
0010
0011

0
5.0

0
0

1
5.0

0
0

0
1
0
1

2
1
1
0

2200
1010
0011
0001

1202
1020
0001
0010

  

   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 
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= T

jordan(A)=J][T,
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مختلط فرم قطري كامل ماتريس را  براي مقادير ويژه غير jordan(A)همانطور كه گفته شد دستور
 لذا در چنين مواقعي مي توان از برنامه . نمي كندارائه مي دهد و به فرم قطري بلوكي تبديل

myjordan.m براي بدست آوردن فرم حقيقي ماتريس تبديل و فرم قطري بلوكي ماتريس جردن 
 استفاده نمود،

T;*A\TJ

end

end        

1;f      

i));imag(T(:,i)T(:,      

0f & 0i)),isreal(T(: elseif   

0;f      

i));real(T(:,i)T(:,      

1f & 0i)),isreal(T(: if   

n:1i for

1;f

jordan(A);J][T,

size(A,1);n

)myjordan(AJ][T, function

form jordan blockand  matrix modal %Calculate

=

=

−=

====

=

=

====

=

=

=

=

=

 
  اجراي برنامه بصورت زير است،
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1.0000    0         0         0         

= T

)myjordan(A=J][T,
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  مسائل
  .ويژه را بدست آوريد و سپس آنها را به فرم قطري تبديل كنيد براي ماتريس هاي زير مقادير -5-1
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   را در نظر بگيريد،B وA ماتريس هاي-5-2

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=
1660

45170
1660

,
51016

81626
3610

BA  

  . مقادير ويژه يكساني دارندB وAنشان دهيد كه ماتريس هاي) الف
  . را بصورت دو ماتريس يكسان قطري سازي كنيدB وAماتريسه هاي) ب
BARR وجود دارد، بطوريكهRي مانندنشان دهيد ماتريس معكوس پذير) ج   . است1−=
  . را بدست آوريد8B و8Aمقدار ) د
  
 نيز يك λ1شد، ثابت كنيد باA يك مقدار ويژه براي يك ماتريس متعامد مانندλ فرض كنيد-5-3

  . استAمقدار ويژه براي ماتريس
  
   براي هر يك از ماتريس هاي زير،-5-4
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  .مقادير ويژه و بردارهاي ويژه را تعيين كنيد) الف
  .شكيل دهيدماتريس تبديل همانندي را ت) ب
  .ماتريس را به فرم قطري يا قطري بلوكي تبديل كنيد) ج
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 ثابت كنيد ضرايب معادله مشخصه يك ماتريس را مي توان با استفاده از الگوريتم بازگشتي زير -5-5
  بدست آورد،
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 را قطري سازي مي كند، بردارهاي ويژه A تبديل همانندي باشد كه ماتريسT اگر-5-6

  . را بدست آوريدTAماتريس
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   ماتريس همبسته زير را در نظر بگيريد،-5-7
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  نشان دهيد كه معادله مشخصه آن بصورت زير است،) الف
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1
1 aaaAI n

n
n ++++=− −

− λλλλ L  
   يك مقدار ويژه براي آن باشد، نشان دهيد بردار ويژه متناظر با آن بصورت زير است،iλاگر) ب
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   رابطه زير برقرار است،Aد براي يك ماتريس وندرموند نشان دهي-5-8
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nnA نشان دهيد كه يك ماتريس مربعي مانند-5-9  غير منفرد است، اگر و فقط اگر كليه مقادير ويژه ×
  .آن غير صفر باشند

  
يس هاي زير يك ماتريس تبديل مناسب بيابيد كه آنها را به فرم كانونيكال  براي هر يك از ماتر-5-10

  . جردن تبديل كند و سپس فرم جردن آن را بنويسيد
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يس مربعي شبه متقارن حقيقي تمامي مقادير ويژه مقداري حقيقي يا يك ماتر اي ثابت كنيد بر-5-11

 .صفر يا موهومي هستند
  
   را در نظر بگيريد،A ماتريس-5-12
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  .اين ماتريس چند مقدار ويژه دارد؟ آنها را بيابيد)  الف
   وجود دارد؟Aچند بردار ويژه مستقل خطي براي ماتريس)  ب
   وجود دارد؟Aچند بردار ويژه تعميم يافته براي ماتريس) ج
  
   را با شرايط زير در نظر بگيريد،A ماتريس-5-13
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co  .ت آوريد را بدسAفرم كانونيكال جردن ماتريس
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



 

  مفصل شش
 
 
  
  

  چند جمله اي ها و توابع ماتريسي
 
 
 
  
  
  
  
  
  

  مقدمه 6-1
 هاميلتون و كاربردهاي آن در محاسبه توابع ماتريسي به -به بيان قضيه كيلياين فصل   

در ادامه به مسئله تحقق فضاي حالت سيستم هاي خطي . خصوص توابع نمايي ماتريسي مي پردازد
مترين مباحث كنترل مدرن است پرداخته شده و نحوه حل معادلات تغييرناپذير با زمان كه يكي از مه

نويسي  همراه با مثال هاي كاربردي و كدفضاي حالت و روش هاي بدست آوردن ماتريس انتقال حالت
co  . بيان گرديده استMATLAB هاي انجام شده در
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 جمله اي هاي ماتريسي چند توابع و 6-2
 n را مي توان بصورتnAماتريس. هاي آن  مي باشدساده ترين تابع يك ماتريس مربعي توان  

در حالت كلي يك چند جمله اي ماتريسي از يك .  در خودش تعريف كردAبار حاصلضرب ماتريس
  ماتريس مربع بدين صورت نوشته مي شود،

)6-1(           n
nAAAIAf αααα ++++= L2

210)(  
چند جمله اي هاي ماتريسي را مي توان همانند چند جمله اي . ها مقادير اسكالر هستندiαكه در آن

  . هاي اسكالر به عوامل مختلف تجزيه كرد
  

  1-6مثال
  . را محاسبه نماييدAf)(با توجه به تابع و ماتريس داده شده مقدار
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□  
  

   بصورت زير تعريف مي شود،Aماتريسيك سري بينهايت براي همانند متغيرهاي اسكالر   
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)( منوط بر آن است كه سري اسكلرAf)(همگرايي سري بينهايت ماتريسي if λ همگرا باشد، كه 

  . مي باشدA مقدار ويژه ماتريسiλدر آن
  

  2-6مثال
   بصورت زير مي باشد، است كهAeتابع نمايي ماتريسينمونه اي از يك سري بينهايت 
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 مستقل از اينكه مقادير Ae همگرا مي باشد، لذا تابع ماتريسيλ به ازاي تمامي مقاديرλeتابع اسكالر

  . ويژه آن چه باشند همواره همگرا است
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 1 هاميلتون-قضيه كيلي مبحث توايع ماتريسي  يكي از مهمترين و پركاربردترين قضايا در  
  . ه اي برخوردار استاست كه از اهميت ويژ

nnAهر ماتريس مربعي:  هاميلتون-قضيه كيلي     . در معادله مشخصه خود صدق مي كند×
  

nnAبراي ماتريس مربعي: اثبات    داريم،×
)6-3(      nn

nAI λλαλααλ ++++=− −
−

1
110 L  

Adj)(در اينصورت ماتريس AI −λ كه يك ماتريس با عناصري از چندجمله اي هاي با درجه 
   است، بصورت زير تعريف مي شود،n−1كوچكتر يا مساوي

)6-4(         1
110)(Adj −
−+++=− n
nBBBAI λλλ L  

110كه در آن ,,, −nBBB Kماتريس هاي nn×مي باشند  .  
  

nnBاز طرفي مي توان نشان داد كه براي هر ماتريس مربعي مانند    زير برقرار است، رابطه×
nIBBBBB == ))(Adj())(Adj(  

   با توجه به اين مسئله مي توان نوشت،
)6-5(      nIAIAIλI-A −=− λλ )()Adj(  

   عبارت زير بدست مي آيد،)5-6(ه در رابط) 4-6(و ) 3-6(با قرار دادن رابطه
n
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  از رابطه اخير مي توان تساوي هاي زير را نتيجه گرفت،
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IAAAAبا پيش ضرب كردن معادلات بالا به ترتيب در  nn ,,,,, 21 K− و جمع كردن طرفين آنها 
  عبارت زير بدست مي آيد،
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n AAAI ++++= −
−

1
110 ααα L0  

nnAبنابراين ماتريس مربعي   . در معادله مشخصه خود صدق مي كند×
□  

                                                 
١ Cayley - Hamilton Theorem 

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



 348  چندجمله اي ها و توابع ماتريسي:     فصل ششم                                                                                   

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

 

  3-6مثال
   . بررسي كنيدA هاميلتون را براي ماتريس-قضيه كيليصحت 
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   را در اين معادله قرار داده و حاصل را محاسبه مي كنيم،Aحال ماتريس
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  . هاميلتون تصديق مي شود-بدين ترتيب صحت قضيه كيلي
□  
  
   محاسبه ماتريس معكوس-6-2-1

  يلتون محاسبه ماتريس معكوس است،  هام-يكي از كاربردهاي قضيه كيلي  
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 هاميلتون با استفاده از چندجمله اي مشخصه ماتريس -لذا ماتريس معكوس به كمك قضيه كيلي
  بدست مي آيد،
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   نوشت،MATLABدر نرم افزار براي اجراي اين روش مي توان برنامه اي بصورت زير 
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AA;*1))(-1/cp(n Ainv 

end

i);-(nA^*cp(i)  AA  AA   

n:1i for

poly(A);  cp

(A));zeros(size  AA

size(A,1);  n

AinvCH(A) Ainv  function

method Hamilton Cayley by inverse Matrix  %
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  4-6مثال

  . را بدست آوريدA−1 هاميلتون مقدار -قضيه كيليبا استفاده از 
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aمعادله مشخصه براي ماتريس
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   مي توان بصورت زير عمل كرد،A−1براي محاسبه
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   نيز چنين پاسخي بدست مي آيد،AinvCH(A)با اجراي برنامه 
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inv(A)
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□  
  
   ي محاسبه چندجمله اي هاي ماتريس-6-2-2

 بدين صورت يماتريسي از يك ماتريس مربع mمرتبهدر حالت كلي يك چندجمله اي   
  نوشته مي شود،

)6-7(          m
m AAAIAP αααα ++++= L2

210)(  
گذاري مستقيم ماتريس و توان رساني هاي متوالي محاسبه حاصل اين چند جمله اي را مي توان با جاي

يكي از كاربردهاي قضيه . نمود، كه براي چندجمله اي هاي مرتبه بالا مستلزم محاسبات فراواني است
   . اسبه چندجمله اي هاي ماتريسي است، كه انجام كار بسيار ساده تر مي گردد هاميلتون مح-كيلي

  چندجمله اي مشخصه ماتريسλQ)( وm يك چندجمله اي مرتبهλP)(فرض كنيد  

nnAمربعي حاصل تقسيم .  باشد×
)(
)(

λ
λ

Q
P،را مي توان بصورت زير بيان كرد   
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+=→+=  

iλλحال اگر.  باقيمانده تقسيم مي باشندλR)(خارج قسمت و λF)(كه در آن،  يك مقدار ويژه =
)(0 باشد،Aماتريس =iQ λ،خواهد بود و رابطه بالا بصورت زير قابل نوشتن است   

)()()()()()( iiiiii RPRQFP λλλλλλ =→+=  
   هاميلتون مي توان نوشت،-كيلي با توجه به قضيه و
)6-8(                                            )()( ARAP =  

 AR)( مي توان حاصل چندجمله ايm با مرتبهAP)(لذا مي توان به جاي محاسبه چند جمله اي
  . استn−1 كه مرتبه آنرا محاسبه نمود

  
  5-6مثال

  .را براي آن بدست آوريدAP)( را در نظر بگيريد و چند جمله اي Aماتريس
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  جايگذاري مستقيم،: روش اول
co  جمله اي مذكور جواب را بدست مي آوريم، در چندAبا قرار دادن ماتريس
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 است و استفاده Aهمانطور كه مشخص است اين روش مستلزم توان رساني هاي متعدد براي ماتريس
  .از آن براي چند جمله اي هاي مرتبه بالا بسيار دشوار مي باشد

  
   هاميلتون،-استفاده از قضيه كيلي: مروش دو

 AR)( مي توان از چندجمله ايAP)( در چند جمله اي مرتبه بالايAبجاي جايگذاري ماتريس
 را بدست AP)(حال با اين مقدمه حاصل چند جمله اي. استفاده كرد كه به مراتب درجه كمتري دارد

  مي آوريم، براي اين منظور دو راه كار وجود دارد،
  با انجام تقسيم چندجمله اي، -1

در اين روش ابتدا تقسيم
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λ
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Pرا انجام داده و چند جمله اي باقيمانده )(λR،را بدست مي آوريم   
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   هاميلتون داريم،-با توجه قضيه كيلي
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  بدون انجام تقسيم چند جمله اي، -2
در اين روش تقسيم 
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Q
Pبا توجه به مرتبه چند جمله اي مشخصه، بديهي است كه .  انجام نمي شود

  لذا آن را بصورت كلي زير در نظر مي گيريم،.  از مرتبه يك مي باشدλR)(چندجمله اي باقيمانده
01)( ccR += λλ  

   را بدست مي آوريم،0c و1cحال مقدار
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12361لذا با حل اين دستگاه معادلات مقدار =c24970 و =cبدست مي آيد .  
24971236)( += λλR  

co   هاميلتون مي توان نوشت،-و با توجه قضيه كيلي
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  6-6مثال
  را در نظر بگيريد،Aماتريس
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  ابع ماتريسي زير را بدست آوريد،  و تA هاميلتون معكوس ماتريس-ه كيليبا استفاده از قضي
IAAAAP 842)( 35 +++=   
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1662 −−=− λλλ AI  

   هاميلتون داريم،-با توجه به قضيه كيلي
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چندجمله اي باقيمانده تقسيم
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λ
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Q
Pاز مرتبه يك مي باشد .  

01)( ccR += λλ  
   را بدست مي آوريم،0c و1cحال مقدار
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33881دستگاه معادلات مقداربا حل اين  =c67280 و =cبدست مي آيد .  
67283388)( += λλR  

   هاميلتون مي توان نوشت،-و با توجه قضيه كيلي
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  7-6مثال
  . هاميلتون بدست آوريد-را به كمك قضيه كيلي AP)(جمله اي را در نظر بگيريد و چندAماتريس
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  ابتدا معادله مشخصه و مقادير ويژه ماتريس را بدست مي آوريم،
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3 ===→−==− λλλλλλ QAI  
 چندجمله λQ)( برλP)( مرتبه سه است، چندجمله اي باقيمانده تقسيمλQ)(با توجه به اينكه 

  اي مرتبه دو خواهد بود،
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21حال مقدار ,cc0 وc،را بدست مي آوريم   
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در اين . دست نمي آيدچون مقادير ويژه تكراري هستند براي دو مقدار ويژه بعدي معادله جديدي ب
در اين مسئله دو معادله ديگر بايد بدست آوريم لذا از .  كمك مي گيريمλR)(مواقع از مشتقات 

   استفاده مي كنيم،λR)(مشتق مرتبه اول و دوم
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  بنابراين داريم،
41591644672)( 2 −−= λλλR  

   هاميلتون مي توان نوشت،-و با توجه قضيه كيلي
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   محاسبه توابع ماتريسي-6-2-3
از جمله پركاربردترين . ر تحليل مسائل نياز به محاسبه برخي از توابع ماتريسي داريمگاهي د   

  اين توابع عبارتند از،
K),cos(),sin(,e AtAtAt  

  براي محاسبه حاصل اين توابع مي توان بسط آنها بصورت يك چند جمله اي نامتناهي در نظر گرفت،
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لذا افراد همواره به دنبال . رم بسته اين توابع از روي سري بينهايت كار دشواري استليكن محاسبه ف
يكي از كاربردهاي قضيه . روش هايي هستند كه بتواند فرم بسته اي از توابع ماتريسي را ارائه دهد

 به صورت كلي توابع ماتريسي را مي توان . هاميلتون در محاسبه پاسخ بسته توابع ماتريسي است-كيلي
  شكل زير نمايش داد،

LL +++++++= +
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 هاميلتون براي محاسبه حاصل اين توابع استفاده نماييم، نامتناهي بودن اين -حال اگر از قضيه كيلي
چندجمله اي مي تواند مشكل ساز گردد، ليكن در ادامه نشان مي دهيم كه اين سري بينهايت را مي 

 نمايش داد و به راحتي از nA−1 تا0Aود بر حسب توان هايتوان بصورت يك چند جمله اي محد
  . هاميلتون براي محاسبه آن استفاده نمود-قضيه كيلي
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لذا در .  نمايش دادnA−1 تا0A برحسب توان هايي ازرا مي توانnيعني تمام جملات مرتبه بالاتر از

   را بصورت زير بيان كرد،Af)(حالت كلي مي توان
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  شت،چندجمله اي محدود خواهد بود و مي توان نو هم يك AR)(به اين ترتيب
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  8-6مثال
   را در نظر بگيريد،Aماتريس
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چندجمله اي باقيمانده تقسيم
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   هاميلتون مي توان نوشت،-و با توجه قضيه كيلي
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   هاميلتون مي توان نوشت،-و با توجه قضيه كيلي
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sin)(cos)(حال مقدار 22 AA    را بدست مي آوريم،+
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 براي محاسبه توابع ماتريس fun''funm(A,=F( از دستور MATLABدر نرم افزار   
بطور مثال براي محاسبه .  نام تابع نوشته مي شودfunدر اين دستور به جاي عبارت . استفاده مي شود

تم  همچنين براي توابع نمايي، لگاريsin''funm(A,=F( مي نوايسيمA)sin(تابع ماتريسي
  . وجود داردsqrtm(A) و expm(A) ، logm(A)طبيعي و ريشه دوم دستورهاي خاص 

  
  به اجراي دستور توجه نماييد،

0.2240    0.5328-   

1.0655-   0.3087-   

= Fs

)sin''funm(A,=Fs

3];- 2;1 [-2=A

  

1.0000    0.0000    

0.0000    1.0000    

= ans

Fc^2+Fs^2

0.2557-   0.3980    

0.7960    0.1423    

= Fc

)cos''funm(A,=Fc

  

□  
  
  
  
  co

nt
ro

len
gin

ee
rs

.ir



 358  چندجمله اي ها و توابع ماتريسي:     فصل ششم                                                                                   

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

 

  9-6مثال
  اگر ماتريس سيستمي بشكل زير باشد، 
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بدين ترتيب چندجمله اي مشخصه و مقادير ويژه ماتريس حالت را بدست مي آوريم، كه يك مقدار 
با توجه اينكه چندجمله اي مشخصه مرتبه سه است، باقيمانده حاصل از . ويژه تكراري با مرتبه سه دارد

   مرتبه دو خواهد بود،λQ)( برAf)( تابع كليقسيم بسطت
2

2 1 0( )R c c cλ λ λ= + +  
   را بدست مي آوريم،0c و2c،1cحال مقدار

210
2
12110111 42)2()()(2 cccfcccfR ++=→++==→= λλλλλ  

)ژه تكراري هستند لذا براي بدست آوردن معادلات ديگر از مشتقاتاز آنجاييكه مقادير وي )R λ 
  .استفاده مي نماييم

2212

12112112

2)2(2)(2)(

4)2(2)(2)(

cfcRcR

ccfccRccR

=→=→+

+=→+=→++
&&&&&&

&&&
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λλλλ  

 0c و2c،1c لذا دستگاه معادلات بصورت زير بدست مي آيد كه با حل اين دستگاه معادلات مقدار
  بصورت زير خواهد بود،
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   هاميلتون مي توان نوشت،-با توجه قضيه كيلي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=++=

2

22

222

1

11

11

0

0

0
2

210

400
440

44

200
20

02

00
00
00

)(
c
cc
ccc

c
cc

cc

c
c

c
AcAcIcAf  

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



                                                                           چندجمله اي ها و توابع ماتريسي: فصل ششم
  

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

359 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
)2(00
)2()2(0
)2()2()2(

)(
2
1

f
ff
fff
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 را بدست آورديم مي توانيم تك تك توابع ماتريسي خواسته شده Af)(حال كه صورت كلي ماتريس
   به راحتي محاسبه نماييم،را

⎥
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⎢
⎢
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2

22
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2
122

00
0)(

e
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eee

eAf A  

  
   مي توان صحت جواب را بررسي نمود،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

7.3891    0         0         

7.3891    7.3891    0         

3.6945    7.3891    7.3891    

= ans

expm(A)

2]; 0 1;0 2 0;0 1 [2=A

  

  

⎥
⎥
⎥
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)2ln(00
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1
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2
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0.6931    0.0000-   0.0000    

0.5000    0.6931    0.0000    

0.1250-   0.5000    0.6931    

= ans

logm(A)

2]; 0 1;0 2 0;0 1 [2=A

  

  
 در مواردي كه ريشه تكراري وجود دارد fun''funm(A,=F(ورلازم به ذكر است استفاده از دست

  .ممكن است پاسخ دستي ارائه ندهد
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  10-6مثال
  را در نظر بگيريد، Aماتريس

                                 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=

81
02

A        

   را بدست آوريد، Ate وsin(At(سي هاميلتون توابع ماتري-با استفاده از قضيه كيلي
  ابتدا معادله مشخصه ماتريس را بدست مي آوريم،

166)( 2 −−=−= λλλλ AIQ  
  

  ،sin(At( محاسبه تابع -
   هاميلتون،-با توجه به قضيه كيلي

AcIcARAt 10)()sin( +==  
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1011011

2)2sin()sin(2
8)8sin()sin(8
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  ا حل دستگاه داريم،ب

)]2sin()8[sin(
10
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5
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10 ttcttc −−=−+=  
  به اين ترتيب،
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  ،Ate محاسبه تابع -

   هاميلتون،-با توجه به قضيه كيلي
AcIcAReAt 10)( +==  
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  با حل دستگاه داريم،
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  ب،به اين ترتي
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 استفاده مي شود و expm براي محاسبه تابع نمايي ماتريسي از دستور MATLABدر نرم افزار 
   مي توان بصورت زير عمل كرد،Ateبراي بدست آوردن فرم پارامتري

t)]*exp(8        t),*exp(-2*1/10-t)*exp(8*1/10 [

0]                t),*exp(-2                      [

= ans

t)*expm(A

);t'sym('=t

8]; 0;1 [-2=A

  

  . مجاز نيستsym براي متغيرهاي از نوع fun''funm(A,=F(لازم به ذكر است استفاده از دستور
□  
  

  11-6مثال
  ماتريس زير را در نظر بگيريد،
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  . هاميلتون بدست آوريد- را با استفاده از روش كيليAteماتريس
  

  ويژه را تعيين مي كنيم،براي اين منظور ابتدا معادله مشخصه سيستم را بدست آورده و مقادير 

06116
6116
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)( 23 =+++=
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=−= λλλ

λ
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λ
λλ AIQ n  

11 سه مقدار ويژه متمايزAلذا ماتريس −=λ ،22 −=λ33 و −=λاز آنجائيكه ماتريس.  داردA 
   در اين حالت درجه دو خواهد بود،λR)(قيماندهمرتبه سوم است، لذا چند جمله اي با

2
210)( λλλ cccR ++=  
   مي توان نوشت،iλحال مي دانيم براي يك مقدار ويژه مانند

2
210)()( iiii cccRf λλλλ ++==  

)(]exp[با جايگذاري tf ii λλ 11 و سه تا مقادير ويژه= −=λ ،22 −=λ33 و −=λ در معادله 
  اخير يك دستگاه معادلات سه معادله سه مجهول بدست مي آيد، 
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  ها بدست مي آيند،kcبا حل اين معادلات ضرايب
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   را بصورت زير بدست آورد،Ateحال مي توان ماتريس
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  لذا داريم،
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□  
  
  مدلسازي فضاي حالت سيستمهاي خطي 6-3

تابع  مدلسازي و تحليل سيستم ها بر اساس ،در روش هاي مبتني بر كنترل كلاسيك  
. ارتباط بين ورودي و خروجي سيستم را بيان مي داردتابع تبديل . ي گيرد سيستم صورت م1تبديل

   يك خروجي زير را در نظر بگيريد،-سيستم يك ورودي
  

                  
  

  تابع تبديل اين سيستم بصورت زير بيان مي گردد،

)6-10(              
)(
)()(
sR
sYsT =  

اگر معادله . وان از معادلات ديفرانسيل سيستم استفاده كردبراي بدست آوردن نمايش تابع تبديل مي ت
   باشد،رانسيل سيستمي به فرم زيرديف
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  با تبديل لاپلاس گرفتن از طرفين اين معادله مي توان تابع تبديل آن را بصورت زير بدست آورد،

                                                 
١ Transfer Function 
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 و ريشه هاي  سيستممعادله مشخصهليل سيستم ها چندجمله اي مخرج تابع تبديل را در تح
 و ريشه هاي چند جمله اي صورت تابع تبديل را 1قطب هاي سيستمچندجمله اي مشخصه را 

   .مي نامند  2صفرهاي سيستم
  

  12-6مثال
)(0  سر خازن ولتاژ دوt≥0اگر براي زمان هاي مدار الكتريكي زيردر  Vtv  باشد، و در =

 و تابع تبديل  كليد سمت راست باز شده و كليد سمت چپ بسته شود ، ولتاژ دو سر خازنt=0لحظه
  . بدست آوريدt<0 را برايسيستم

  
  

  طه را بدست مي آوريم،با اعمال قوانين مدارهاي الكتريكي معادلات ديفرانسيل مربو
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نسيل مرتبه اول غير در اين مثال براي بدست آوردن ولتاژ دو سر خازن نياز به حل يك معادله ديفرا
  تابع تبديل سيستم با توجه به ورودي خروجي تعيين شده بصورت زير بدست مي آيد،. همگن داريم
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  ز شرايط اوليه تابع تبديل بصورت زير بدست مي آيد،با صرفنظر ا
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□  

                                                 
١ System Poles 
٢ System Zeros 
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 از  مي باشد،1فضاي حالت مدلسازي سيستم برپايه ،در روش هاي مبتني بر كنترل مدرن  
 چند خروجي و -آن براي سيستم هاي چند ورودي  از قابليت استفاده،جمله مزاياي اين روش مدلسازي

صورت كلي معادلات فضاي حالت بشكل زير . ر خطي و متغير با زمان مي باشدسيستم هاي خطي، غي
  است،

)6-12                                    ([ ]
[ ]tttgt

tttft
),(),()(
),(),()(

uxy
uxx

=
=&  

1)(كه در آن tn×xعناصر آن،  است و بردار حالتnxx ,,1 K 1)(. مي نامندمتغيرهاي حالت را tm×u 
1)(بردار ورودي و tk×yدر حالت كلي.  بردار خروجي هستندfو g نيز توابع غير خطي متغير با زمان 

براي سيستم هاي خطي . هستند كه نحوه ارتباط بردارهاي حالت، ورودي و خروجي را نشان مي دهند
  پذير با زمان معادلات بصورت زير قابل ساده سازي هستند،تغيير نا

) 6-13(                
)()()(
)()()(
tDtCt
tBtAt
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+=
+=&

  

nnAكه در آن، mnB ماتريس حالت،× nkC ماتريس ورودي،× mkD ماتريس خروجي و×  ماتريسي ×
نمودار بلوكي نمايش يك سيستم . ارتباط مستقيم بين ورودي و خروجي را نشان مي دهداست كه 

  در شكل زير نشان داده شده است،خطي تغيير ناپذير با زمان بوسيله فضاي حالت 
  

  
  
  
  
  
  
  

   نمودار بلوكي سيستم خطي تغيير ناپذير با زمان با نمايش فضاي حالت-) 1-6(شكل
  

تعبير فيزيكي داشته باشد و قابل اندازه گيري با حسگر باشد، مانند متغيرهاي حالت مي تواند   
ولتاژ، جريان، دما، سرعت، فشار و جابجايي و نيز مي تواند كاملاً رياضي باشد و تعبير فيزيكي نداشته 

از آنجاييكه نمايش فضاي . باشد و علت استفاده از آنها فقط براي ساده سازي محاسبات رياضي است
بر خلاف تابع تبديل كه يك نمايش  به انتخاب متغيرهاي حالت انتخاب شده دارد، لذا حالت بستگي

منحصربفرد از يك سيستم است، نمايش هاي فضاي حالت متعددي براي يك سيستم مي توان بدست 
  .آورد

                                                 
١ State Space 
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  13-6مثال
  است،معادلات ديفرانسيل اين سيستم بصورت زير  مدار الكتريكي زير را در نظر بگيريد،

∫++=++= dtti
Cdt

tdiLtRitV
dt
tdiLtRiV C )(1)()()()()(  

  
معادله . را به عنوان متغيرهاي حالت انتخاب مي كنيم tVC)( و ولتاژ خازنti)(جريان سلف

   بصورت دو معادله ديفرانسيل مرتبه اول تفكيك نمود، مي توانبالا رارانسيل مرتبه دوم ديف
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   سيستم بصورت زير خواهد بود،لذا نمايش فضاي حالت
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اگر ولتاژ دو سر خازن را به عنوان خروجي در نظر بگيريم، معادله خروجي نيز بصورت زير نوشته مي 
  شود،
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□  
  

  14-6مثال
1)(تغيرهاي حالت را بصورت اگر م tx 2)( جريان سلف و tx ،ولتاژ دو سر خازن در نظر بگيريم 

  .معادلات فضاي حالت سيستم زير را بدست آوريد
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  ابتدا معادلات حاكم بر مدار را مي نويسيم،
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  15-6مثال
321با توجه به متغيرهاي حالت ,, xxxيك تحقق فضاي حالت براي سيستم زير بدست آوريد ،.  

  
  

  
  
  
  
  
  

   استخراج نمود،با توجه به نمايش بلوكي سيستم داده شده مي توان معادلات زير را
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حال با توجه به متغيرهاي حالت تعريف شده، معادلات حاصل را به فرم معادلات فضاي حالت مرتب 

  مي نماييم،
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سيل سيستم در حالت كلي معادلات فضاي حالت سيستم را مي توان از روي معادلات ديفران  
  را در نظر بگيريد،  تك خروجي-يك سيستم تك وروديمعادله ديفرانسيل . بدست آورد
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فرم معادلات فضاي حالت ه  آنها را بداريم كه مي توان معادله ديفرانسيل مرتبه اول n تعداددر اينجا
  نمايش داد،
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nxx حالت گويند و متغيرهاي1رم همبستهف يبه چنين طرز نمايش ,,1 K مي 2متغيرهاي فاز را 

حاصل به فضاي حالت در صورتيكه متغيرهاي فاز را عكس اين حالت در نظر بگيريم، معادلات . نامند
  فرم زير بدست مي آيد،
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١ Companion Form 
٢ Phase Variables 
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  16-6مثال
  دوم زير را در نظر بگيريد،معادله ديفرانسيل مرتبه 

)()(3)(2)( tutytyty =−+ &&&  
  .با تعريف متغيرهاي فاز فرم همبسته آن را بدست آوريد

  
  واضح است كه در اينجا دو متغير فاز خواهيم داشت،
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  بصورت زير بدست مي آيد،حال معادلات فضاي حالت سيستم 
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  17-6مثال
  تابع تبديل زير را در نظر بگيريد،
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  .نمايش فضاي حالت سيستم را به فرم همبسته بدست آوريد
  

  معادلات ديفرانسيل چنين سيستمي بصورت زير بدست مي آيد،
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  حال با انتخاب متغيرهاي فاز فرم ماتريسي معادلات را بدست مي آوريم،
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   چنين خواهد بود،نمايش فضاي حالت
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  با توجه به ارتباط خروجي سيستم با متغيرهاي فاز مي توان چنين رابطه اي را بدست آورد،
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حال اگـر مقـادير   . يمتوانستيم معادلات فضاي حالت سيستم مذكور را از روي تابع تبديل آن بدست آور            
كه مقادير ويژه بدست آمده همان قطب هاي تابع تبـديل            را بدست آوريم خواهيم ديد       Aويژه ماتريس 

  .سيستم مذكور است
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  مشخص است قطب هاي اين سيستم بصورت زير بدست مي آيند،
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 فرم تابع تبديل را مشاهده ,den)tf(num  مي توان با استفاده از دستورMATLAB در نرم افزار
  . ضرايب چندجمله اي هاي صورت و مخرج تابع تبديل هستندden و numكرد

 براي تبديل نمايش تابع تبديل به نمايش فضاي ,den)tf2ss(num,=D]C,B,[Aاز دستور
   دستورها توجه نماييد،به اجراي اين. حالت استفاده مي شود
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  18-6مثال
  تابع تبديل زير را در نظر بگيريد،
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  نمايش بلوكي سيستم بصورت زير است،

  
  .بيدبا توجه به متغيرهاي حالت تعريف شده يك نمايش فضاي حالت جديد براي سيستم مذكور بيا
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  با فرض اينكه شرايط اوليه صفر است،
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   معادلات حالت بصورت زير بدست مي آيد،نمايش

[ ]⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

)(
)(

01)(

)(
1
0

)(
)(

11
12

)(
)(

2

1

2

1

2

1

tx
tx

ty

tr
tx
tx

tx
tx

&

&

  

  
  حال اگر مقادير ويژه ماتريس حالت را بدست آوريم همانند قبل خواهد بود، 
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ت كه نمايش بدست آمده با مثال قبل تفاوت دارد، ليكن هر دو نمايش متعلق به يك مشخص اس
و  هستند  قابل تبديل به يكديگر هستند، لذامعادلهم مرتبه و سيستم واحد هستند، لذا اين دو نمايش 

   .براي تبديل آنها به يكديگر مي توان از تبديل هاي همانندي استفاده نمود
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 را  سيستم ي فضاي حالت بدست آمده مي توان به راحتي تابع تبديلاز روي نمايش ها   
  براي اين منظور بصورت زير عمل مي كنيم،. بدست آورد
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  با توجه معادلات بدست آمده داريم،
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  . مي گويندبازسازيبدست آوردن تابع تبديل از روي تحقق فضاي حالت سيستم را 
  

  19-6مثال
  .تابع تبديل سيستمي با نمايش فضاي حالت زير را بيابيد
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 ضرايب تابع تبديل از روي تحقق فضاي حالت مي توان  براي بدست آوردنMATLABدر نرم افزار 
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2 + s 3 + s^2

-------------

3 + s    

:function Transfer
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 
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3 + s 3 + s^2

-------------

1      

:function Transfer

 

den)tf(num,

3     3     1     
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1     0     0     

= num

D)C,B,ss2tf(A,=den][num,

  

□  
  
   تبديل هاي همانندي و تحقق هاي فضاي حالت-6-3-1
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بنابراين همواره مي توان تحقق هم مرتبه و معادل را با استفاده از يك تبديل همانندي به هم مرتبط 
  . تغيير باقي مي ماندحال نشان مي دهيم كه تابع تبديل سيستم تحت اين تبديل همانندي بدون. نمود
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  حال تبديل همانندي را اعمال مي نماييم،
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  عادله مشخصه سيستم را تغيير نمي دهند داريم، هاي همانندي م

21 AIAI −=− λλ  
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  .تبديل نيز ثابت است، لذا صفرها نيز بدون تغيير باقي مي مانند
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  21-6مثال
  معادلات ديناميكي سيستمي بصورت زير مي باشد،

)()()(3)(3)( tutytytyty =+++ &&&&&&  
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 را T مي توان به راحتي ماتريس تبديل هماننديz وxبا مقايسه ارتباط بين متغيرهاي حالت) ج
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ATTGBTHCTEبه راحتي مي توان نشان داد كه 11 ,, −−   . است===
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  22-6مثال
  .تحقق هاي فضاي حالت زير را بازسازي نماييد
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  آيا مي توان يك تبديل همانندي بين اين دو نمايش بدست آورد؟ 
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  حال تابع تبديل سيستم دوم را بدست مي آوريم،) ب
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از آنجاييكه هر دو تحقق مربوط به يك تابع تبديل و هم مرتبه هستند، لذا مي توان يك تبديل  

با توجه به ارتباط بين متغيرهاي حالت چنين ماتريس تبديلي بدست . همانندي بين اين دو بدست آورد
  مي آيد،
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  صحت ماتريس بدست آمده را مي توان بصورت زير بررسي نمود،
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□  
  
  معادلات فضاي حالت  حل-6-3-2

  صورت كلي معادلات فضاي حالت را در نظر بگيريد،  
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 را از معادله اول بدست آورد و با جايگذاري آنها در tx)(برداربراي حل اين معادلات لازم است تا 
   معادله اول را در نظر بگيريد،. را محاسبه نمودty)(معادله دوم خروجي سيستم،

)()()( tBtAt uxx +=&  
  كلي چنين معادله اي بصورت زير بدست مي آيد،پاسخ 

)6-21(                       ∫ −− +=
t

t

AAtttA dButt
0

0 )(ee)(e)( 0
)( τττxx  

Ate مي گويند و با نماد1ماتريس انتقال حالتكه به آن ابع نمايي ماتريسي است ت )(tΦ نيز 
  ،نمايش مي دهند

∫ −Φ+−Φ=
t

t
dBttttt

0

)(()(()( 00 τττ u))xx  
  بصورت همگن در نظر بگيريم، را در صورتيكه معادلات

)()( tAt xx =&  
  معادله همگن به شكل زير خواهد بود،ورت جواب در اينص

)6-22                        ()()()(e)( 000
)( 0 ttttt t-tA xxx −Φ==  

برخي از  .ماتريس انتقال حالت در واقع بيان كننده پاسخ طبيعي يا بدون ورودي سيستم مي باشد
  خواص ماتريس انتقال حالت عبارتند از،

1- I=Φ )0(  
IA ==Φ ×0e(0)  

  
)()()( داريم، 2t و0t ،1t براي هر مقدار-2 020112 tttttt −Φ=−Φ−Φ  

)()()( 020201120112 eeeeeeeee ttAAtAtAtAtAtAtttAttA −−−−−− ===  

                                                 
١ State Transition Matrix 
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)()()()()( يك عدد صحيح باشد، α اگر-3 ttttt αα Φ=Φ=ΦΦΦ L  
)(e)e(eee tAAtAtAtAt αα ==L  

  
  ، يك ماتريس غيرمنفرد، لذا معكوس پذير استt ماتريس انتقال حالت براي كليه مقادير محدود-4

)(1 e)(e tAAt −− 1)()(    يا    = tt −Φ=Φ−  
  

  23-6مثال
  شد؟كداميك از ماتريس هاي زير مي تواند يك ماتريس انتقال حالت با
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  خواص ماتريس انتقال حالت را بررسي مي نماييم،
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  .در شرط اول صدق نمي كند، لذا ماتريس انتقال حالت نيست
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  خواص ماتريس انتقال حالت را بررسي مي نماييم،
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  .ها نيز قابل اثبات استα ترتيب براي سايربه همين
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  .بنابراين اين ماتريس مي تواند يك ماتريس انتقال حالت باشد
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   انتقال حالت را بررسي مي نماييم،خواص ماتريس
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2-)()()( 020112 tttttt −Φ=−Φ−Φ  
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  .در شرط دوم صدق نمي كند، لذا ماتريس انتقال حالت نيست
□  
  

  24-6مثال
  شد، به شكل زير باAteاگر سري تابع ماتريسي

L++++=
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e
3322 tAtAAtIAt  

]مقدار  ]At
dt
d e و ∫

t A d
0
e ττرا بدست آوريد .  
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  . را هم از سمت راست و هم از سمت چپ مي توان فاكتورگيري كردAقابل ذكر است كه ماتريس
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   از سمت چپ در رابطه بالا داريم،Aين با ضرببنابرا
Att A IdA ee
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   وجود داشته باشد،A−1و در صورتيكه
1

0

1 ]e[]e[e −− −=−=∫ AIIAd AtAtt A ττ  
□  
  
   روش هاي محاسبه ماتريس انتقال حالت-6-3-3

ل حالت معرفي شده است كه متداول روشهاي زيادي براي محاسبه فرم بسته ماتريس انتقا  
.  هاميلتون، روش تبديل لاپلاس و روش قطري سازي-عبارتند از، روش سري ها، روش كيليترين آنها 

  .در ادامه به شرح اين روش ها مي پردازيم
  
  1 روش سري ها-6-3-3-1

   براي محاسبه استفاده مي شود،Ateدر اين روش از تعريف سري  
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اين روش با وجود سادگي، براي ماتريس هايي با ابعاد بزرگ نيازمند حجم محاسبات دستي بسيار 
براي  از اين روش مي توان.  و در نهايت بدست آوردن فرم بسته ماتريس كار دشواري است استبالايي
  .مپيوتري استفاده نمود كا نويسيبرنامه

  
  25-6مثال

  . را با استفاده از روش سري ها بدست آوريدAteزير ماتريسهاي ماتريس راي ب

)الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

210
020
101

A  

  داريم،تعريف با توجه 
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  لذا،
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١ Series Method 
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لذا اين روش به غير . استبدست آوردن صورت بسته ماتريس انتقال حالت در اين روش كار پيچيده اي 
  .از موارد خاص براي محاسبات دستي توصيه نمي شود
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  .در اين مثال به علت سادگي ماتريس فرم بسته ماتريس انتقال حالت به راحتي بدست آمد
□  
  
   هاميلتون– روش كيلي -6-3-3-2

ماتريسي استفاده كرده و  توابع  هاميلتون در محاسبه -در اين روش از كاربرد قضيه كيلي  
  .ماتريس انتقال حالت را بدست مي آوريم

  
  26-6مثال

  . هاميلتون بدست آوريد-را با روش كيلي ماتريس انتقال حالت براي ماتريس زير
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  مقادير ويژه ماتريس را محاسبه مي كنيم،ابتدا 
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با توجه اينكه چندجمله اي مشخصه مرتبه سه . يك مقدار ويژه تكراري با مرتبه سه دارداين ماتريس 

   مرتبه دو خواهد بود،λQ)( برAteاست، باقيمانده حاصل از تقسيم بسط 
2

2 1 0( )R c c cλ λ λ= + +  
   را بدست مي آوريم،0c و2c،1cحال مقدار

2 2
1 1 1 0 1 1 2 1 0 1 21 ( ) ( ) 2 4tR P c c c e c c cλ λ λ λ λ= − → = = + + → = + +  

  
) لذا براي بدست آوردن معادلات ديگر از مشتقات،از آنجاييكه مقادير ويژه تكراري هستند )R λ 

  .اده مي نماييماستف
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 0c و2c،1c لذا دستگاه معادلات بصورت زير بدست مي آيد كه با حل اين دستگاه معادلات مقدار

  بصورت زير خواهد بود،
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  يلتون مي توان نوشت، هام-با توجه قضيه كيلي
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co   مي توان صحت جواب را بررسي نمود،MATLABبا استفاده از نرم افزار 
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t)]*exp(2           0,                  0,                [

t)]*exp(2*t         t),*exp(2          0,                [

t)]*exp(2*t^2*1/2   t),*exp(2*t       t),*exp(2         [
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t)*expm(A

);t'sym('=t
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  27-6مثال
  سيستم زير را در نظر بگيريد،

)(
430

100
022

)( tt xx
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−
=&  

پاسخ سيستم ها را بر .  آوريد هميلتون بدست-ماتريس انتقال حالت را با استفاده از روشهاي كيلي
  . محاسبه كنيد1x)0( و 1x)0(، 1x)0(حسب شرايط اوليه 

  
  معادله مشخصه و مقادير ويژه را بدست مي آوريم،
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 است، پس چند جمله اي صه مرتبه سهچندجمله اي مشخ.  داريملذا سه مقدار ويژه حقيقي و متمايز
   درجه دو خواهد بود،λR)(باقيمانده

2
210)( λλλ cccR ++=  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=

+−=

+−=

→++==
−

−

−

210
3

210
2

210
2

210

93e

42e

e

)()(

ccc

ccc

ccc

cccRN
t

t

t

iiii λλλλ  

  ، بدست مي آيد2c و 0c ،1cبا حل دستگاه معادلات بالا مقدار ضرايب 
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co  ماتريس انتقال حالت بصورت زير بدست مي آيد،
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 
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  28-6مثال
  معادلات سيستمي بصورت زير مي باشد، 
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)0(x ،باشند )(txو )(tyوريد را بدست آ.  

  
   هاميلتون ماتريس انتقال حالت سيستم را پيدا مي كنيم،-ابتدا با استفاده از روش كيلي
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بدين ترتيب چندجمله اي مشخصه و مقادير ويژه ماتريس حالت را بدست مي آوريم، كه دو مقدار ويژه 
به دو است، باقيمانده حاصل از تقسيم با توجه اينكه چندجمله اي مشخصه مرت. متمايز و حقيقي دارد

Attبسط  e)( =Φبر )(λQ،مرتبه يك خواهد بود   
01)( ccR += λλ  

   را بدست مي آوريم،0c و1cحال مقدار
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   را بدست مي آوريم،ty)( وtx)(حال مقدار
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□  
  
  روش تبديل لاپلاس-6-3-3-3

اين روش مناسبي است كه براي ماتريس هايي با مقادير ويژه متمايز و مكرر، حقيقي و   
   را در نظر بگيريد، فضاي حالتمعادله . مختلط كاربرد دارد

)()()( tBtAt uxx +=&  
  با تبديل لاپلاس گرفتن از طرفين آن معادله زير بدست مي آيد،

      )()()0()( sBsAss UXxX +=− 
   حل كنيم و از طرفين عكس لاپلاس بگيريم داريم،sX)(اگر معادله اخير را براي 

)6-24(                  )()()0()()( 11 sBAsIAsIs UxX −− −+−=  
)()()0()()( sBsss UxX Φ+Φ= 

)6-25(    [ ] [ ])()(L)0()(L)( 1111 sBAsIAsIt Uxx −−−− −+−=  
00با شرط =t،مي توان نوشت   

)6-26(                    [ ]11 )(L)( −− −==Φ AsIt Ate  
)()(1در رابطه بالا ماتريس −−=Φ AsIsيك ماتريس nn× است كه عناصر آن توابعي از اپراتور 

)(1لازم به ذكر است كه.  مي باشندsلاپلاس −− AsIهمواره وجود دارد، چون AsI  در حوزه −
AsI ماتريسA هميشه رتبه كامل است، پس مستقل ازsIماتريس هاي چند جمله اي است و − 

  . ه معكوس پذير استهميش
  

  29-6مثال
  ماتريس زير را در نظر بگيريد،
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  .ماتريس انتقال حالت آن را با استفاده از روش تبديل لاپلاس بدست آوريد
)(1نخست  −− AsI،را بدست مي آوريم   
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  بايد عكس تبديل لاپلاس هر يك از عناصر ماتريس اخير را بدست آوريم، Ateبراي محاسبه
  لذا ماتريس انتقال حالت بدست مي آيد،
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  30-6مثال
  سيستم زير را در نظر بگيريد،
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يد، سپس پاسخ سيستم را  ابتدا ماتريس انتقال حالت را با استفاده از روش تبديل لاپلاس بدست آور
  . محاسبه كنيد1x)0( و 1x)0(، 1x)0(برحسب شرايط اوليه 

  
)(1 نخست - −− AsI،را بدست مي آوريم   
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)(1 بايد عكس تبديل لاپلاس هر يك از عناصر ماتريسAteبراي محاسبه −− AsI،را بدست آوريم   
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   بصورت زير بدست مي آيد،1x)0( و 1x)0(، 1x)0( پاسخ سيستم را بر حسب شرايط اوليه -
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   روش قطري سازي-6-3-3-4

براي تبديل يك ماتريس به .  استفاده مي شودAدر اين روش از ايده قطري سازي ماتريس  
همانطور كه بيان گرديد  . استفاده مي گرددفرم قطري روش هايي مبتني بر تبديل هاي همانندي

 همانندي تابع تبديل، قطب ها و صفرهاي سيستم را تغيير نمي دهند، لذا بايد به دنبال تبديل هاي
دال ماتريس مماتريس تبديلي بود كه بتواند ماتريس حالت را به فرم قطري تبديل نمايدو اين همان 

  .خواهد بود
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  . دال در فصل قبل به تفصيل توضيح داده شده استآوردن ماتريس مطريقه بدست 
  حال با استفاده از روش قطري سازي ماتريس انتقال حالت بصورت زير محاسبه مي شود،  
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داللذا ابتدا ماتريس مTرا بدست آمده سپس به ترتيب ماتريس هاي Λ ،teΛ و Ate محاسبه مي 
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   حقيقي وبا مقادير ويژه متمايز ماتريس -
nnAاگر مقادير ويژه يك ماتريس   nvvv بردارهاي ويژه متمايز باشند،× ,,, 21 K مستقل

   را بصورت زير تعريف مي كنيم،Tدالمتريس در اينصورت ما.  هستندخطي
                  ]|||[ 21 nT vvv L=  

nnAو فرم قطري سازي شده ماتريس    بصورت زير نمايش داده مي شود،×
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  مي آيد، بصورت زير بدست teΛلذا ماتريس
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  31-6مثال

  قطري سازي بدست آوريد،ستفاده از روش اماتريس انتقال حالت را با 
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aمعادله مشخصه ماتريس
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  ه مشخصه مقادير ويژه بصورت زير بدست مي آيند،با حل معادل
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)()(توجه كنيد، از آنجائيكه iiiA vv αλα  مي باشد، يعني مضارب اسكالر يك بردار ويژه نيز خود =

ساده  حدالامكان T را چنان انتخاب كرد كه ماتريس مدالαيك بردار ويژه است، لذا مي توان مقدار
   بصورت زير بدست مي آيد،Tلذا ماتريس مدال . باشد
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  .حال مي توان ماتريس قطري سازي شده را بدست آورد
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  . هستندAهمانطور كه ديده مي شود عناصر قطري ماتريس همان مقادير ويژه ماتريس
  لذا ماتريس انتقال حالت بصورت زير بدست مي آيد،
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  32-6مثال
  ماتريس زير را در نظر بگيريد،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−=
005
261

104
A  

  .ماتريس انتقال حالت آن را با استفاده از روش قطري سازي بدست آوريد
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  بصورت زير بدست مي آيد، Tلذا ماتريس مدال 
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   بصورت زير مي باشد،A فرم قطري سازي شده ماتريس
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  لذا ماتريس انتقال حالت بصورت زير بدست مي آيد،
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  33-6مثال
   داده شده با معادلات حالت زير را در نظر بگيريد،سيستم نمايش
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  . را بدست آوريد آنمعادله مشخصه و مقادير ويژه ماتريس حالت) الف
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  .متمايز دارد پس مي توان ماتريس حالت را بصورت قطري كامل تبديل كرد

  
   .فرم قطري سازي شده معادلات حالت را بدست آوريد) ب
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   بصورت زير مي باشد،A  حالتفرم قطري سازي شده ماتريس
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  حال فرم قطري سازي شده معادلات حالت را بدست مي آوريم،
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  معادلات قطري سازي شده به فرم زير مي باشد،
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  .ماتريس انتقال حالت با استفاده از فرم قطري سازي شده به شكل زير بدست مي آيد
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  شده بصورت زير بدست مي آيد، 
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  34-6مثال
  بدست آوريد، هاي زير ماتريس تبديل قطري سازي و ماتريس انتقال حالت را ماتريسبراي 
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   بصورت زير بدست مي آيد،Tلذا ماتريس تبديل
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  ي آوريم، را بدست مΛ بلوكي شده-حال ماتريس قطري
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  حال بايد ماتريس انتقال حالت را بيابيم،
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  حال از يك يك درايه ها معكوس لاپلاس مي گيريم،
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  بدست مي آيد،Ateنهايتاً مقدار
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  ا بدست مي آوريم، رAابتدا مقادير ويژه، بردارهاي ويژه و سپس فرم قطري سازي شده ماتريس
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  بود، به شكل زير خواهد Tلذا ماتريس تبديل
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  حال ماتريس انتقال حالت را بدست مي آوريم،
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   مي توان از روش تبديل لاپلاس استفاده نمود،
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  حال از يك يك درايه ها معكوس لاپلاس مي گيريم،
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  بدست مي آيد،Ateنهايتاً مقدار
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 
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   ماتريس با مقادير ويژه تكراري-
nnAزمانيكه ماتريس    مقدار ويژه تكراري باشد، براي بدست آوردن ماتريس تبديل k داراي×

با استفاده از اين روش ماتريس به فرم كانونيكال جردن . نياز به بردارهاي ويژه تعميم يافته وجود دارد
  تبديل مي گردد،
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  در اينصورت ماتريس انتقال حالت سيستم به شكل زير محاسبه مي شود،
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  35-6مثال

  ماتريس زير را در نظر بگيريد،
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  حال مي توان ماتريس انتقال حالت را بدست آورد،
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   داريم، MATLABدر نرم افزار 

exp(-t)]+exp(-t)*t-      exp(-t),*t-                  0,                0, [

exp(-t)]*t                exp(-t),+exp(-t)*t           0,                0, [

exp(-t)]*t                exp(-t),*t                   exp(-t),          0, [

1]+exp(-t)-exp(-t)*t*2   2,-exp(-t)*2+exp(-t)*t*2   1,+exp(-t)-      1, [

= ans

 t)*expm(A

);t'sym('=t

2];- 1- 0 1;0 0 0 1;0 1 1- 3;0 0 1 [0=A

  
□  
  
  36-6لمثا

  ماتريس زير را در نظر بگيريد،
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−
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240
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  .ماتريس انتقال حالت آن را با استفاده از روش قطري سازي بدست آوريد
   را بدست مي آوريم،Aابتدا مقادير ويژه، بردارهاي ويژه و سپس فرم قطري سازي شده ماتريس

4,0)4(
240

160
124

32,1
3 =→=−=

−
−−
−−−

=− λλ
λ

λ
λ

λ AI  

. د به فرم قطري بلوكي جردن تبديل گرددماتريس يك مقدار ويژه حقيقي تكراري مرتبه سه دارد، باي
  حال بايد بدانيم چند تا بلوك جردن داريم،

213
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)(بعد فضاي پوچي 1 AI −λ است، پس دو بردار ويژه مستقل خطي متناظر با مقدار ويژه 2برابر با 
4,32,1تكراري =λ به  جردن خواهيم داشت كهفرم قطري بلوكي پس دو بلوك جردن در. داريم 

  صورت زير است،

⎥
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⎥
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λ
J  

ATTJحال ماتريس تبديل همانندي را مي يابيم كه رابطه لذا بايد دو بردار .  را برآورده سازد=−1
4,32,1ويژه مستقل خطي و يك بردار ويژه تعميم يافته براي مقدار ويژه تكراري =λ،بدست آوريم  
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,21ابتدا دو بردار ويژه مستقل خطي vv،را بدست مي آوريم   
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   را محاسبه مي كنيم،1ϕسپس بردار ويژه تعميم يافته
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   به شكل زير خواهد بود،Tلذا ماتريس تبديل
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211 vv ϕT  

  ماتريس انتقال حالت با استفاده از فرم قطري بلوكي به شكل زير بدست مي آيد،
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

t)]*exp(4+t)*exp(4*t*2- t),*exp(4*t*4-          0,        [

t)]*exp(4*t             t),*exp(4+t)*exp(4*t*2  0,        [

t)]*exp(4*t             t),*exp(4*t*2           t),*exp(4 [

= ans

 t)*expm(A

);t'sym('=t

2]; 4- 1;0 6 1;0 2 [4=A

  

□  
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  مسائل
  . هاميلتون بيابيد-با استفاده از قضيه كيلي را Ae وA ،)sin(A−1براي ماتريس هاي زير -6-1
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A  

  
  شده بصورت زير است،نشان دهيد كه يك تحقق فضاي حالت براي تابع تبديل داده  -6-2
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  .حال با استفاده از اين تحقق يك نمايش فضاي حالت براي توابع تبديل زير بدست آوريد

 )الف
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  .بدست آوريد را Ateراي ماتريس هاي زيرب -6-3
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   پاسخ زماني سيستم زير را به دست آوريد،-6-4
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   تابع تبديل سيستمي زير را بدست آوريد،-6-5
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 براي نمودار بلوكي زير ابتدا با توجه به متغيرهاي حالت تعريف شده معادلات فضاي حالت -6-6

  .سيستم را بيابيد، سپس تابع سيستم را بدست آوريد
  
 

1x  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

  
  .يد ماتريس انتقال حالت سيستم زير را بدست آور-6-8
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 بدست A را براي ماتريسAP)( هاميلتون حاصل چند جمله اي- با استفاده از روش كيلي-6-9

  .آوريد
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   نمايش فضاي حالت سيستم هاي زير را بدست آوريد،-6-7
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  مفصل هفت
  
  

  تجزيه مقادير منفرد
   

  
  
  
  
  
  
  

   مقدمه 7-1
در ابتداي فصل . اين فصل به طور اختصاصي به تجزيه مقادير منفرد ماتريس ها مي پردازد

تعريفي از مقادير منفرد و نحوه محاسبه تجزيه مقادير منفرد يك ماتريس و نگاشت حاصل از اين تجزيه 
بردهاي تجزيه مقادير منفرد در محاسبه شبه معكوس و حل سپس در رابطه با كار. بررسي مي گردد

در .  بيان مي شودMATLABنويسي هاي مربوطه در مثال هاي كاربردي و كدمسئله حداقل مربعات 
  داده هاي فشرده سازي حذف نويز سيگنال ها و اين فصل در مورد كاربرد تجزيه مقادير ويژه درانتهاي 
co  . شده استي مثال هاي كاربردي آوردهتصوير
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  مقادير منفرد 7-2
nmAبراي ماتريس مختلط   . يك ماتريس هرميتي و مثبت معين استAA∗و ∗AAماتريس ×

nmاگر nm و اگرAA∗جذر مقادير ويژه باشد، > مقادير   را∗AA باشد جذر مقادير ويژه<
nmAبراي ماتريس حقيقي.  مي نامندAماتريس 1منفرد  قارن هاي مت جذر مقادير ويژه ماتريس×

AATو TAAدر نظر گرفته مي شود .  
  

  1-7مثال
  . را بيابيدAماتريس مقادير منفرد

⎥
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=
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A  

 تعريف TAA حقيقي است، لذا مقادير منفرد بصورت جذر مقادير ويژه ماتريسAاز آنجائيكه ماتريس
  .مي شود
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   را بدست مي آوريم،TAAاتريسحال مقادير ويژه م

)12)(10(
111
111

−−=
−−
−−

=− λλ
λ

λ
λ TAAI  

   عبارتند از،TAAلذا مقادير ويژه ماتريس
10,12 21 == λλ  

   بصورت زير بدست مي آيند،Aاز اين رو مقادير منفرد براي ماتريس
10,12 21 == σσ  

  
   براي محاسبه مقادير منفرد ماتريس استفاده مي شود، svd(A) از دستورMATLABدر نرم افزار 

3.1623    

3.4641    

= ans

svd(A)

1]; 3 1;-1 1 [3=A

 

                                                 
١ Singular Value 
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 دستور هاي زير نيز وجود دارند كه هر MATLAB در نرم افزار svd(A)علاوه بر دستور   
  يك عملكرد خاصي دارند،

svds(A) :  را ارائه مي دهدحداكثر شش مقدار منفرد بزرگ ماتريس.  
svds(A,k) : kتا بزرگترين مقادير منفرد ماتريس را مي دهد . 

k,0)svds(A, : kتا كوچكترين مقادير منفرد ماتريس را مي دهد .  
  به كاربرد دستور ها توجه نماييد،

  

23.3508   

30.5167   

36.8347   

122.9542  

254.8589  

505.0000  

= ans

svds(A)

0.0000    

0.0000    

0.0000    

20.5153   

23.3508   

30.5167   

36.8347   

122.9542  

254.8589  

505.0000  

= ans

svd(A)

magic(10);=A
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0.0166    

0.0527    

0.1470    

* 013-1.0e  

= ans

)svds(A,3,0

122.9542  

254.8589  

505.0000  

= ans

svds(A,3)

  

□  
  

   تعيين رتبه ماتريس-7-2-1
رتبه يك ماتريس برابر با تعداد . ز جمله كاربردهاي مقادير منفرد تعيين رتبه ماتريس استا  

  . مقادير منفرد غير صفر آن ماتريس است
  

  2-7مثال
  .با توجه به مقادير منفرد هر ماتريس رتبه آن را بيابيد
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   داريم،Aبراي ماتريس -

5,7)5)(7(
61
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21 ==→−−=
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=− λλλλ
λ

λ
λ AAI T  

5,7 عبارتند از، Aمقادير منفرد براي ماتريس 21 == σσلذا رتبه ماتريس A دو است.  
   داريم،Bبراي ماتريس -

1,8,18
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321 ===→
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−
=− λλλ

λ
λ

λ
λ BBI T  

1,8,18 عبارتند از، B ماتريسمقادير منفرد 321 === σσσلذا رتبه ماتريس B سه است.  
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  عدد حالت ماتريسنُرم دو و  محاسبه -7-2-2
با توجه به مطالب فصل اول و دوم، نُرم دو و عدد حالت يك ماتريس بصورت زير بدست مي   

  آيند،
max212

2

max λ==
=

x
x

AA  

IAAT بزرگترين مقدار عددي است، كه سبب مي شود ماتريسmaxλكه در آن λ−در .  منفرد گردد
 است، لذا جذر آن بزرگترين مقدار منفرد AAT همان بزرگترين مقدار ويژه ماتريسmaxλواقع 

  پس داريم،.  بود خواهدAماتريس 
)7-1(                                                max2

σ=A  
  

  از طرفي در تعريف عدد حالت يك ماتريس داريم،
1,1 ≥= − κκ AA  

  لذا عدد حالت را مي توان بصورت زير نيز بيان نمود،

)7-2(                                         1,
min

max ≥= κ
σ
σ

κ  

 منفرد شدن  ماتريس نزديك به بزرگي باشد بيانگر آن است كه خيليمقدارمي دانيم اگر عدد حالت 
  . زياد استAخطاي محاسباتي در معكوس كردن ماتريس   و مي نامند حالت بداست، لذا آن ماتريس را

  
  3-7مثال

  .را بررسي نماييدعدد حالت ماتريس زير را بيابيد و بد حالت بودن آن 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

234578163682126
41462816329631
832282021047793

...

...
.-..

A  

  
  ابتدا مقادير منفرد ماتريس را بدست مي آوريم،

0002.0,0000.100,0004.100 321 === σσσ  
  حال عدد حالت را حساب مي كنيم،

1102164.5
0002.0
0004.100 5

3

1 >>×===
σ
σκ A  

  .شدن است بد حالت و نزديك به منفرد Aعدد شرطي مقدار بسيار بزرگي است، لذا ماتريس 
□  
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  4-7مثال
  .  مرتب كنيدill conditioningبا محاسبه عدد حالت، ماتريس هاي زير را براساس درجه 

⎥
⎥
⎥
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⎢
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⎢

⎣
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−−
−
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=
⎥
⎥
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⎡

−−
−
−

=
194845
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42221

,
18171
11719

181
,

300100100
1001000
1000100

CBA  

  
   داريم،Aبراي ماتريس

9282.13
7949.26
2051.373

7949.26,0000.100,2051.373

3

1

321

===

===

σ
σκ

σσσ

A
  

  . استwell condition خوش حالت يا Aماتريس
   داريم،B ماتريسبراي

1101047.1
0007.0
3164.74

0007.0,0016.20,3164.74

5

3

1

321

>>×===

===

σ
σ

κ

σσσ

B
  

   داريم،Cبراي ماتريس

1105452.5
00000017.0

3256.949
00000017.0,5297.61,3256.949

7

3

1

321

>>×===

===

σ
σκ

σσσ

C
  

  . بد حالت هستند به شدتB وCي هر يك از ماتريس ها بدست آمدهبا توجه به عدد حالت
□  
  

  5-7مثال
   را در نظر بگيريد،Aماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

030
304
403

A  

yx نگاشتAاگر براي ماتريس) الف =Aرا در نظر بگيريم، رابطه اي بين مؤلفه هاي بردار x بيابيد 

=17كه
x
yگردد .   

0xآيا مي توان بردار) ب =50 بدست آورد كه≠
x
yگردد؟ چرا؟   co
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2
2

2
31

2
31

2

31

31

3

2

1

)3()34()43(

3
34

43
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304
403

xxxxx
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x
x
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A
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⎥
⎥
⎥
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⎢
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⎡
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=
⎥
⎥
⎥
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⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=→=

y

yxy
  

  

17
)()()(

)3()34()43(
2

3
2

2
2

1

2
2

2
31

2
31 =

++

++−++
=

xxx

xxxxx
x
y  

  
2
2

2
3

2
1

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1 17171792525 xxxxxxxxx =+→++=++  

  .  بدست مي آيدxبنابراين رابطه بين مؤلفه هاي بردار
  
   رابطه زير را داريم،Aار مقادير منفرد ماتريس با توجه به مقد-

5313 ≤≤→≤≤
x
y

x
y

σσ  

yxلذا حداكثر بزرگنمايي نگاشت =A51 برابر با =σ550 است و  مي باشد، پس رابطه <

50=
x
yشد برقرار نمي با.  

□  
  

  6-7مثال
   را در نظر بگيريد،Aماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

+
=

101
011
211 ε

A    و   
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1
1
1

b  

  
  . يك ماتريس منفرد استA ماتريسε=0 دهيد به ازاينشان) الف

   را بررسي مي نماييم،Aيس رتبه ماترε=0به ازاي

2)(rank
101
011
211

=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−= AA  

  . يك ماتريس منفرد استε=0 به ازايAلذا با توجه به نقص رتبه، ماتريس
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=−1 را بدست آوريد و نشان دهيدκ وA−1 مقدارε=1براي) ب AAκاست.  
   ماتريس معكوس را بدست مي آوريم،ε=1به ازاي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

==→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−= −

311
201
211

,3)(rank
101
011
212

1AAA  

   را بدست مي آوريم،Aبراي محاسبه عدد حالت مقادير منفرد ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥
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⎥
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⎦
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⎢
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⎢

⎣

⎡
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525
221
516

101
011
212

102
011
112

AAT  

0467.0,9432.1,0101.11

0
525

221
516

321 ===

=
−−−
−−−
−−−

=−

λλλ
λ

λ
λ

λ AAI T

  

  
0467.0,9432.1,0101.11 321 === σσσ  

  

3478.15
0467.0
0101.11

3

1 ===
σ
σ

κ A  

  با توجه به تعريفي كه براي نُرم داشتيم بصورت زير مي توان نوشت،
1

3

1

3

1
1

1, −− ==→== AAAA A σ
σ

κ
σ

σ  

  
bx معادلهε=0001.0، مثلاεً)غير صفر( دهيد كه به ازاي مقادير بسيار كوچكنشان) ج =A يك 

]براي اين منظور جواب معادله را براي بردار .سيستم بد حالت است ]T111.1=bبررسي كنيد .  
  

   را بدست مي آوريم،A عدد حالت ماتريسε=0001.0به ازاي

⎥
⎥
⎥
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⎥
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⎡
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520002.3
220001.0

0002.30001.00002.3

101
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110001.1

AAT  

  
55550000000005.0,3542.2,6460.70 321 ===→=− λλλλ AAI T  co
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00002357.0,5343.1,7651.2 321 === σσσ  
  

1101732.1
00002357.0

7651.2 5

3

1 >>×===
σ
σ

κ A  

  
bx دارد، معادلهAبا توجه به عدد حالت بزرگي كه ماتريس =Aيك سيستم بد حالت است .  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=→

⎥
⎥
⎥
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⎤
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⎢
⎢
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⎥
⎥
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⎢
⎢
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⎥
⎥
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⎤
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⎢
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⎣

⎡
−=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
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⎦

⎤

⎢
⎢
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0.999
0.999
0.1000

1
1
1.1

101
011
210001.1

1
1

0

1
1
1

101
011
210001.1

xxbx

xxbx

A

A

  

  
 بسيار bات هر چند كوچك در بردارمشخص است سيستم به دليل بد حالت بودن نسبت به تغيير

  .حساس است
□  
  
   مقادير منفرد ماتريس ها بر اساستجزيه 7-3

در اين .  است1 مقادير منفردتجزيه بر اساسيكي از مهمترين روشهاي تجزيه ماتريس ها   
nmAروش يك ماتريس مانند    را مي توان بصورت زير تجزيه كرد،k با رتبه ×

)7-3(            TVUA Σ=  
][كه در آن 1 mmmU uu L=×و][ 1 nnnV vv L=×ماتريس هاي متعامد هستند .   

  
mmU ستون هاي ماتريس nnVستون هاي ماتريس و TAA از بردارهاي ويژه يكامتعامد ماتريس×  از ×

 يك ماتريس قطري است كه عناصر nm×Σ تشكيل مي شوند وAATبردارهاي ويژه يكامتعامد ماتريس
  اشند،  مي بAAT يا TAAروي قطر آن مقادير منفرد غير صفر ماتريس

)7-4(    
0,0

},min{,),,(diag

121

1

===>≥≥≥

==Σ

+

×

pkk

pnm nmp

σσσσσ

σσ

LL

K
  

  . هستندAماتريس  غيرصفرين و كوچكترين مقادير منفرد به ترتيب بزرگترkσ و1σدر اينجا
  

                                                 
١ Singular Value Decomposition (SVD) 
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  7-7مثال
  .نماييدرا توسط مقادير منفرد تجزيه  داده شده Aماتريس

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=× 131
113

32A  

  
TVUA را بصورتA×32ماتريسبايد  Σ=22براي بدست آوردن ماتريس.  تجزيه كنيم×U بايد 

  . را بيابيمTAAبردارهاي ويژه يكامتعامد ماتريس

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

111
111

11
31
13

131
113

11
31
13

TT AAA  

   را بدست مي آوريم،TAAا مقادير ويژه ماتريسابتد

)10)(12(
111
111

2 −−=
−−
−−

=− λλ
λ

λ
λ TAAI  

   عبارتند از،TAAلذا مقادير ويژه ماتريس
10,12 21 == λλ  

ر با هر يك از آنها را حال بردارهاي ويژه متناظ.  دو مقدار ويژه حقيقي و متمايز داردTAAماتريس
  بدست مي آوريم،

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=→=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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−
→=−

1
1

11
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)( 1
21

11
121 u00u

u
u

IAAT λ  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=→=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
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→=−

1
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)( 2
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222 u00u

u
u

IAAT λ  

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
11

11
21 uu  

 U×22لذا ماتريس.  اشميت اين دو بردار را بصورت يكامتعامد تبديل كرد-مي توان با اعمال فرآيند گرام
  بشكل زير بدست  مي آيد،

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= −

2
1

2
1

2
1

2
1

U  

مقادير ويژه ماتريس .  بدست آيدAAT نيز بايد از بردارهاي ويژه يكامتعامد ماتريسV×33ماتريس
AAT،عبارتند از   

0,10,12 321 === λλλ  co
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حال بردارهاي ويژه متناظر با هر يك از آنها را .  دارد سه مقدار ويژه حقيقي و متمايزAATماتريس
  بدست مي آوريم،
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⎥
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321 vvv  

 لذا،.  اشميت بردارهاي ويژه يكامتعامد را مي توان بدست آورد-با اعمال فرآيند يكامتعامد سازي گرام
   بصورت زير بدست مي آيد،V×33ماتريس

⎥
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  بصورت زير بدست مي آيد،دير منفرد محاسبه شده  با استفاده از مقاΣ×32نهايتاً ماتريس

⎥
⎦

⎤
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⎣

⎡
=⎥

⎦
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⎡
=Σ × 0100

0012
00
00

2

1
32 σ

σ  

  
   زير بدست مي آيد، بشكلAبنابراين، تجزيه به مقادير منفرد ماتريس
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 براي بدست آوردن ماتريس هاي تجزيه svd(A)=[U,S,V] از دستور MATLABدر نرم افزار 

co  به اجراي دستور توجه نماييد،.  استفاده مي شودAمقادير منفرد ماتريس
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0.7071-   0.7071    

0.7071    0.7071    

=U 

svd(A)=V]S,[U,

1]; 3 1;-1 1 [3=A

  

0.9129-   0.0000-   0.4082    

0.3651    0.4472-   0.8165    

0.1826    0.8944    0.4082    

= V

0         3.1623    0         

0         0         3.4641    

= S

  

□  
  

  8-7مثال
   را در نظر بگيريد،Aماتريس
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403

A  

  . را بيابيدAماتريسمقادير منفرد تجزيه 
  
   را بدست مي آوريم،U ابتدا ماتريس-
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−

−
−

=− λλ
λ

λ
λ

λ TAAI  

ابتدا بردارهاي ويژه .  دو مقدار ويژه حقيقي تكراري و يك مقدار ويژه حقيقي متمايز داردTAAماتريس
  .متناظر با مقادير ويژه تكراري را بدست مي آوريم

  
rank)(213از آنجاييكه  1 =−=−− IAAn T λ252,1 است، لذا براي مقدار ويژه تكراري =λ 

co  و بردار ويژه مستقل خطي داريم و نيازي به بدست آوردن بردار ويژه تعميم يافته نيست،د
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 بصورت U×33بنابراين ماتريس. چون نُرم بردارهاي ويژه يك است، لذا نيازي به يكامتعامد سازي نداريم
  زير بدست مي آيد،

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==

100
010
001

321 uuuU  

  
   را بدست مي آوريم،V حال ماتريس-
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ابتدا بردارهاي ويژه .  دو مقدار ويژه حقيقي تكراري و يك مقدار ويژه حقيقي متمايز داردAATماتريس
  .  ويژه تكراري را بدست مي آوريممتناظر با مقادير

  
rank)(213از آنجاييكه  1 =−=−− IAAn T λ252,1 است، لذا براي مقدار ويژه تكراري =λ 

  دو بردار ويژه مستقل خطي داريم و نيازي به بدست آوردن بردار ويژه تعميم يافته نيست،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−→=−

6.0
0

8.0
,

8.0
0
6.0

000
0160
000

)( 21

31

21

11

11 vv00v
v
v
v

IAAT λ  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→=−

0
1
0

1600
000
0016

)( 3

33

23

13

33 v00v
v
v
v

IAAT λ  co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



                                                          تجزيه مقادير منفرد: مفصل هفت
 

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

423 

   بصورت زير بدست مي آيد و باز هم نيازي به يكامتعامد سازي نداريم،V×33ابراين ماتريسبن
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   به شكل زير بدست مي آيد،A لذا تجزيه مقادير منفرد ماتريس
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  د، مي توان روش ساده تري بصورت زير در نظر گرفت،  يك ماتريس قطري باشAATيكه ماتريسزمان
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 با رعايت چينش مقادير منفرد از بزرگترين مقدار تا كوچكترين Aلذا تجزيه مقادير منفرد ماتريس
co  مقدار به شكل زير بدست مي آيد،
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0    1     0     

1     0     0     

0     0     1     
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= S

1.0000    0         0         
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=U 

svd(A)=V]S,[U,

0]; 3 3;0 0 4;-4 0 [3=A

  

□  
  
   ماتريس اساسي زير فضاهاي تعيين-7-3-1

  فرم گسترده تجزيه مقادير منفرد بصورت زير مي باشد،
)7-5(                              iiiAUAV uv σ=→Σ=  

 iσاين نگاشت برابر بااندازه  نگاشت مي شود، كه iu بردار متناظر مانند به يكivهر برداريعني 
  .است

  
  
iu وiv با در نظر گرفتن مقادير منفرد .  مي شود ناميده1بردارهاي منفرد چپ و راست به ترتيب

nmAصفر ماتريس    تجزيه مقادير ويژه را مي توان بصورت زير نمايش داد،،×
TVUA Σ=  

                                                 
١ Left and Right Singular Vectors 

A iv iiuσ
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اين . بر روي تجزيه حاصل بردارهاي پايه هر يك از چهار زير فضاي اصلي ماتريس مشخص شده اند

  موضوع را مي توان بصورت زير ثابت كرد،
T
iiiσA vu=  

ki  براي- ,,1K=،داريم    
)(ARσA iiii ∈→≠= u0uv  

)( T
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T
i ARσAσA ∈→≠=→≠= v0vu0vu  

  
mki براي- ,,1K+= ،داريم  

)( T
ii

TT
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T
i ANAσA ∈→=→== u0u0vu  

)(ANσA iiii ∈→== v0uv  
  

)(مانند تبديلي است كه فضاي سطرهابه  Aماتريس TARرا به فضاي ستون ها )(AR و فضاي 
)( را به فضاي پوچي چپAN)(پوچي TANمي نگارد .   

  
  9-7مثال

  .آوريدرا بدست Aبا استفاده از تجزيه مقادير منفرد پايه هاي چهار زير فضاي اساسي ماتريس
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  تجزيه مقادير منفرد ماتريس بصورت زير است،
TVUA Σ=  

  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3214444 34444 21
)(

0.0000    
)(

0.8988-   0.2347-   0.3701    
0.4082     0.2055    0.4359     0.7753    
0.8165-   0.2504    0.2043-   0.4784    
0.4082     0.2953    0.8445-   0.1815    

TANAR

U  co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



                                             تجزيه مقادير منفرد: م هفت فصل                                                                                                                

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

426 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Σ

0      0.0000         0          0              0         
0            0       0.8875      0              0         
0            0            0       8.3717        0         
0            0            0          0         18.2244   

  

  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

44 344 214444 34444 21
)(
0.1620-   0.0719     

)(
0.0283    0.8961-   0.4059-   

0.8100-   0.3596     0.3110    0.0302     0.3421     
0.0307     0.4331     0.3548    0.3748     0.7383-   
0.5473     0.6504     0.2457    0.2240-   0.4085     
0.1313     0.5050-   0.8463    0.0732-   0.0788     

ANAR

V

T

  

  
  را داشتيم بردارهاي پايه را بصورت زير بايد TV ماتريس را داريم، اگرVدقت كنيد در اينجا ماتريس

  .مي كرديم و ترانهاده بردارهاي سطري هر بخش را در نظر مي گرفتيمانتخاب 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0.1620-   0.8100-   0.0307     0.5473     0.1313     
0.0719     0.3596     0.4331     0.6504     0.5050-   
0.0283     0.3110     0.3548     0.2457     0.8463     
0.8961-   0.0302     0.3748     0.2240-   0.0732-   
0.4059-   0.3421     0.7383-   0.4085     0.0788     

TV  

   را بصورت زير مي توان بيان نمود، ماتريس اساسيچهار زيرفضايلذا 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0.1620-
0.8100-
0.0307
0.5473
0.1313

,

0.0719
0.3596
0.4331
0.6504
0.5050-

)(,

0.0283
0.3110
0.3548
0.2457
0.8463

,

0.8961-
0.0302
0.3748
0.2240-
0.0732-

,

0.4059-
0.3421
0.7383-
0.4085
0.0788

)(

0.0000
0.4082
0.8165-
0.4082

)(,

0.8988-
0.2055
0.2504
0.2953

,

0.2347-
0.4359
0.2043-
0.8445-

,

0.3701
0.7753
0.4784
0.1815

)(

spANspAR

spANspAR

T

T

□  co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



                                                          تجزيه مقادير منفرد: مفصل هفت
 

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

427 

  10-7مثال
   در نظر بگيريد،  راAماتريس SVDتجزيه

TVUA Σ=  
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   چند است؟ Aرتبه و نُرم دو ماتريس. مقادير منفرد ماتريس را تعيين كنيد) الف
00.0,77.1,35.11,28.15 4321 ==== σσσσ  

  
  .فرد غير صفر دارد، لذا رتبه ماتريس سه استاز آنجاييكه سه مقدار من

28.15max2
== σA  

  
),(),(),()(پايه هاي يكامتعامد زيرفضاهاي) ب TT ANARANAR را تعيين كنيد .  

  . داده شده استTV ماتريسبايد دقت شود كه در اينجا
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⎢

⎣

⎡

−
−
−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

=

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−
−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

40.0
67.0
05.0
22.0

56.0

,

46.0
36.0

48.0
56.0
29.0

)(,

19.0
63.0
16.0
62.0

37.0

,

71.0
04.0
02.0
23.0
66.0

,

27.0
04.0
85.0
42.0
10.0

)(

54.0
54.0
00.0

54.0

)(,

56.0
74.0
15.0
27.0

,

17.0
17.0

87.0
34.0

,

63.0
08.0
31.0
61.0

)(

spANspAR

spANspAR

T

T

  

  
   است؟  بد حالت يك ماتريسAآيا ماتريس.  را بدست آوريدAعدد حالت ماتريس) ج

∞===
00.0
28.15

min

max

σ
σ

κ  

  .با توجه به عدد حالت بسيار بزرگ ماتريس، اين ماتريس بد حالت است
□  co
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   محاسبه دترمينان و معكوس ماتريس-7-3-2
ان براي محاسبه دترمينان و معكوس آن ماتريس از تجزيه مقادير منفرد يك ماتريس مي تو  

nnAبراي يك ماتريس مربعي. استفاده نمود    دترمينان بصورت زير بدست مي آيد،×

)7-6(                                                 i

n

i
A σΠ

=

±=
1

  

   متعامد هستند داريم،V وUبا توجه به اينكه ماتريس هاي

i

n

i

TT VUVUA σΠ
=

±=Σ±=±Σ±=Σ=Σ=
1

)1()1(  

  
nnA و رتبه كاملماتريس مربعيبراي     زير تعريف مي شود، بصورتمعكوس ماتريس ×

) 7-7(         TTT UVUVVUA 111111 )()( −−−−−− Σ=Σ=Σ=  
  

diag)1,1,,1(كه در آن 21
1

nσσσ K=Σ− مي باشد.  
  

  11-7مثال
  . دترمينان و معكوس آن را محاسبه نماييدA استفاده از تجزيه مقادير منفرد ماتريسبا

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

110
230
011

A  

   بصورت زير هستند،Aمقادير منفرد ماتريس
2227.0,1345.1,9577.3 321 === σσσ  

  
  لذا داريم،

12227.01345.19577.3321

3

1
=××===Π

=

σσσσ i
i

A  

  
    بصورت زير بدست مي آيد،A منفرد ماتريستجزيه مقادير

TVUA Σ=  
T

A

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0.6978    0.4614    0.5479    

0.4935-   0.2448-   0.8346    

0.5192    0.8527-   0.0569    

0.2227      0           0         

0         1.1345      0         

0           0         3.9577    

0.9173    0.1910    0.3493    

0.3810-   0.1662    0.9095    

0.1156    0.9674-   0.2253    
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   با توجه به تعريف معكوس ماتريس بصورت زير بدست مي آيد،
TUVA 11 −− Σ=  

T

A

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

0.9173    0.1910    0.3493    

0.3810-   0.1662    0.9095    

0.1156    0.9674-   0.2253    

0.2227 / 1      0           0         

0         1.1345 / 1      0         

0           0         3.9577 / 1   

0.6978    0.4614    0.5479    

0.4935-   0.2448-   0.8346    

0.5192    0.8527-   0.0569    
1

  بنابراين داريم،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

3.0000    1.0000-   0.0000-   
2.0000-   1.0000    0.0000    
2.0000    1.0000-   1.0000    

1A  

□  
  
  حل مسئله حداقل مربعاتماتريس شبه معكوس و  7-4

 براي دستگاه معادلات ناسازگار x̂در مسئله حداقل مربعات هدف يافتن بهترين پاسخ   
11 ××× = mnnmA bx است، بطوريكه bx−ˆAهمانطور كه در فصول قبلي صحبت شد  . حداقل گردد

 رتبه كامل داشته باشد، مي توان بوسيله حل مستقيم معادلات نرمال و يا با استفاده Aريسزمانيكه مات
ليكن روش هاي ياد شده .  و تجزيه چالسكي پاسخ مسئله حداقل مربعات را بدست آوردQRاز تجزيه

 يك ماتريس بد حالت باشد قابل AAT رتبه دارد و يا زمانيكه ماتريس نقصAدر مواقعي كه ماتريس
در چنين مواقعي مي توان از روشي مبتني بر تجزيه مقادير منفرد ماتريس استفاده . استفاده نيستند

  .نمود
nmAبراي ماتريس      بصورت زير تعريف نمود،A#1معكوسشبه ماتريس  k با رتبه×

) 7-8(      T
mn

T
nm UVAVUA ## Σ=→Σ= ××  

  كه در آن داريم،
0,)0,,0,1,,1,1diag( 2121

# >≥≥≥=Σ × kkmn σσσσσσ LKK  
  ماتريس شبه معكوس تعريف شده داراي شرايط زير است،

1- AAAA =#            
2- ### AAAA =  
3-## )( AAAA T =  
4- AAAA T ## )( =          

 ماتريس شبه معكوس برخي از خواصعلاوه بر اين . مي نامند 1س پِنرُ-مورشرايط اين چهار شرط را 
  عبارتند از،

                                                 
١ Pseudo - Inverse 

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



                                             تجزيه مقادير منفرد: م هفت فصل                                                                                                                

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

430 

nmA براي ماتريس - # شبه معكوس×
mnA   . منحصر بفرد است×

-  AA =## TT و )( AA )()( ## =.  
-  ### )()( TTTT AAAAAAA ==.  
####ماتريس هاي   - ,,, AAIAAIAAAA   . متقارن هستند−−

    
  از ماتريس شبه معكوس براي حل مسئله حداقل مربعات استفاده مي شود،  

bxباشد،بد حالت  منفرد يا AAT اگر ماتريس:1نكته #A=ˆ مسئله حداقل مربعات است جواب.  
nmA  اگر ماتريس:2نكته TTرتبه كامل داشته باشد، × AAAA 1# )(   . معكوس چپ است=−
nnA ماتريس اگر :3نكته #1رتبه كامل داشته باشد، × −= AAاست .  

TUVAاگر شبه معكوس بصورتحال ثابت مي كنيم كه  ## Σ=،معرفي گردد bx #A= جواب 
bxمسئله حداقل مربعات براي دستگاه معادلات ناسازگار  =Aاست .  

  
nmAبراي ماتريس: اثبات    مي توان نوشت، k با رتبه×

00 bx

bxbx

bxbxbx

−Σ=

−Σ=−Σ=

−Σ=−Σ=−
TTTTT

TTT

UVUVUU

VUUVUA

  

bb در آنكه TU=0 و xx TV=0 تعريف شده است.  
  حال مي توان نوشت،

00minmin bxbx −Σ=−A  
  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=−Σ

mn

k

b

b
b

x

x
x

0

02

01

0

02

011

00

00
0

0
0

MM

O

σ

σ

bx  

  
2

0

2

)1(0
2

00
2

02022
2

0101100 mkkkk bbbxbxbx −++−+−++−+−=−Σ + LL σσσbx  
  

00minمشخص است كه  bx −Σ0 زماني بدست مي آيد كه بردارx زير تعريف گردد،بصورت   

                                                                                                                            
١ Moore - Penrose Conditions 
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0
#

0

02

011

0

02

01

0

00
/10

0
0/1

bx Σ=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

m

k

n b

b
b

x

x
x

M

O

M σ

σ

  

  
0بنابراين

#
0 bx Σ= 00برداري است كه مقدار bx −Σبه ازاي آن حداقل مي شود .  

  

bbبا توجه به اينكه TU=0و xx TV=000  و استminmin bxbx −Σ=−A است ،
bx حداقل مربعات براي مي توان جواب =A،را هم بدست آورد   

bxbxbx TTT UVUV ##
0

#
0 Σ=→Σ=→Σ=  

bxلذا  TUV #Σ=جواب حداقل مربعات براي bx =Aمي باشد و TUVA ## Σ=  همان شبه
  . استAمعكوس ماتريس

□  
  

  12-7مثال
   را در نظر بگيريد،Aتريسما  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=

11
11
11

6
1,

111
111

RA  

  . را بررسي نماييدR شبه معكوس بودن ماتريسپِنرسُ- موربا استفاده از شرايط
  

   را بررسي مي نماييم، پِنرسُ-به ترتيب شرايط مور

AARA =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=

111
111

111
111

11
11
11

6
1

111
111

.1  

RRAR =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

11
11
11

6
1

11
11
11

6
1

111
111

11
11
11

6
1.2  

ARAR

T

T =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=

11
11

2
1

11
11
11

6
1

111
111
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RARA

T

T =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

111
111

111

3
1

111
111

11
11
11

6
1)(.4  

  . مي باشدA يك شبه معكوس براي ماتريسRلذا ماتريس
□  
  

  13-7مثال
 AA#يد بيابيد و نشان دهAبراي ماتريسيك شبه معكوس با استفاده از روش تجزيه مقادير منفرد، 

  .يك ماتريس متقارن است

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−
=

1110
0121
2101

A  

  
   بصورت زير مي باشد،Aتجزيه مقادير منفرد ماتريس

T

TVUA

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−−

−
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−
=Σ=

3515.04581.05774.05774.0
1066.08095.005774.0

4581.03515.05774.05774.0
8095.01066.05774.00

0000
004495.20
0003

8165.005774.0
4082.07071.05774.0
4082.07071.05774.0

  

  
rank)(2لذا  =A ،بنابراين است#Σو  #A،بصورت زير بدست مي آيند   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

=→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Σ

1111.00556.02778.0
1111.01111.01111.0
1111.02778.00556.0
01667.01667.0

000
000
04082.00
003333.0

## A  

  
co   يك ماتريس متقارن است،AA#حال مي توان نشان داد كه
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−
=

333303333033330
333308333016670
333301667083330

1111.00556.02778.0
1111.01111.01111.0
1111.02778.00556.0
01667.01667.0

1110
0121
2101

#

...-

...
.-..

AA

  

  
 براي محاسبه شبه معكوس يك ماتريس استفاده مي pinv(A) از دستور MATLABدر نرم افزار 

  شود،

0.1111    0.0556-   0.2778-   

0.1111    0.1111    0.1111-   

0.1111    0.2778    0.0556    

0.0000-   0.1667    0.1667    

= ans

pinv(A)

1]; 1 1 0;0 1 2 2;1- 1- 0 [1=A

  

□  
  

  14-7مثال
  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
→=

1
1
1

110
121
101

xbxA  

ز  بودن دستگاه را بررسي نماييد، سپس جواب حداقل مربعات را با استفاده اابتدا سازگار يا ناسازگار
  .تجزيه مقادير منفرد بدست آوريد و نُرم خطا را بررسي نماييد

  
rank)(2از آنجاييكه . ستم را بررسي مي نماييم ابتدا سازگار يا ناسازگار بودن سي- =A و 

3)|(rank =bA و بايد جواب حداقل مربعات را براي آن بدست سازگار استنا است، لذا سيستم 
ده از معادله  نمي توان جواب حداقل مربعات را با استفا، نقص رتبه داردAاز آنجاييكه ماتريس. آورد

bxنُرمال بصورت TT AAA 1)(ˆ  پِنرُز و -واقعي از شبه معكوس مورم بدست آورد، لذا در چنين =−
co  .تجزيه مقادير منفرد براي حل مسئله حداقل مربعات استفاده مي نماييم
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  بصورت زير مي باشد، A تجزيه مقادير منفرد ماتريس-

T

TVUA

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=Σ=

5774.06295.05199.0
5774.01355.08052.0

5774.07651.02852.0

000
05344.10
007651.2

8165.03220.04792.0
4082.02650.08736.0

4082.09089.00849.0

  

  را بدست مي آوريم، حال شبه معكوس -
TUVA ## Σ=  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=Σ

2222.00556.03889.0
1111.02778.00556.0
1111.02222.04444.0

000
0534410
007651.21

## A  

  لذا جواب حداقل مربعات بصورت زير بدست مي آيد،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→=

11110
44440
55560

ˆˆ #

.-
.
.

A xbx  

حل مسئله حداقل مربعات با استفاده از تجزيه مقادير منفرد روشي با محاسبات بالا ولي پايداري بسيار 
   .كارايي خوبي داردبد حالت است  AAT يا نقص رتبه داردAب است و در مواقعي كه ماتريسخو

   حال نُرم خطا را محاسبه مي كنيم،-

8165.0
6667.0

3333.0
3333.0

ˆ =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=→−= εAε bx  

 
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0.1111-   

0.4444    

0.5556    

= x

b*pinv(A)=x

[1;1;1];=b

1]; 1 1;0 2 1;1- 0 [1=A

  

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



                                                          تجزيه مقادير منفرد: مفصل هفت
 

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

435 

0.8165    

= norm_e

b)-x*norm(A=norm_e

  

□  
  

  15-7مثال
  براي دستگاه معادلات ناسازگار  زير جواب حداقل مربعات را بدست آوريد،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+−

=−

463
042

52

21

21

21

xx
xx

xx
  

  
  . ابتدا سازگار يا ناسازگار بودن سيستم را بررسي مي نماييم  -

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
→=

4
0
5

63
42
21

xbxA  

rank)(1از آنجاييكه  =A 2 و)|(rank =bA است، لذا سيستم ناسازگار است و بايد جواب 
 براي حل مسئله Aبا توجه به رتبه كامل نبودن ماتريس. حداقل مربعات را براي آن بدست آورد

  .حداقل مربعات بايد از شبه معكوس استفاده كرد
  
   است، AATقادير ويژه ماتريس برابر با جذر مA  مقادير منفرد ماتريس-

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=

5628
2814

63
42
21

642
321

AAT  

0,700)70(
5628

2814
21 ==→=−=

−
−

=− λλλλ
λ

λ
λ AAI T  

   برابر است با،Aپس مقادير منفرد ماتريس
0,70 21 == σσ  

  
   را بدست مي آوريم،A  حال تجزيه مقادير منفرد ماتريس-

TVUA Σ=  
 به Uبراي محاسبه ماتريس.  هستندTAA بردارهاي ويژه يكامتعامد ماتريسUستون هاي ماتريس

co  شكل زير عمل مي نماييم،
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

453015
302010

15105

642
321

63
42
21

TAA  

0,0,700)70(
453015

302010
15105

321
2 ===→=−=

−−
−

−−
=− λλλλλ

λ
λ

λ
λ TAAI  

  .  يك مقدار ويژه حقيقي متمايز و يك مقدار ويژه حقيقي تكراري مرتبه دو داردTAAماتريس
  ابتدا بردار ويژه متناظر با مقدار حقيقي متمايز را بدست مي آوريم،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=→=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
→=−→=

3
2

1

253015
305010
151065

)(70 1

31

21

11

111 u00u
u
u
u

AAI Tλλ  

rank)(213براي مقدار ويژه تكراري 2 =−=−− TAAIn λ است لذا دو بردار ويژه مستقل 
  .و نيازي به محاسبه بردار ويژه تعميم يافته نيستخطي داريم 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−−
=−→=

1
3
3

,
1
2
1

453015
302010
15105

)(0 32

32

22

12

222 uu0u
u
u
u

AAI Tλλ  

   با يكامتعامد سازي بصورت زير بدست مي آيد،U×33بنابراين ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= −

19
1

6
1

14
3

19
3

6
2

14
2

19
3

6
1

14
1

U[ ] →
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

113
322
311

321 uuu  

   است،AAT بردارهاي ويژه ماتريسVاي ماتريس را بدست مي آوريم، ستون هVحال ماتريس

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=

5628
2814

63
42
21

642
321

AAT  

0,700)70(
5628

2814
21 ==→=−=

−
−

=− λλλλ
λ

λ
λ AAI T  

  
 دو مقدار ويژه حقيقي و متمايز دارد و بردارهاي ويژه متناظر با هر يك از آنها را بدست AATماتريس

  مي آوريم،

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=→=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
→=−→=

2
1

1428
2856

)(70 1
21

11
111 v00v

v
v

AAI Tλλ  co
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=→=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
→=−→=

1
2

5628
2814

)(0 2
22

12
222 v00v

v
v

AAI Tλλ  

  يكا متعامد سازي بصورت زير بدست مي آيد،با V×22بنابراين ماتريس

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= −−

−

5
1

5
2

5
2

5
1

V[ ] →⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−

=
12
21

21 vv  

   به شكل زير بدست مي آيد،A  لذا تجزيه مقادير منفرد ماتريس-
T

TVUA
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Σ= −−

−
−

5
1

5
2

5
2

5
1

19
1

6
1

14
3

19
3

6
2

14
2

19
3

6
1

14
1

00
00
070

  

 
  حال ماتريس شبه معكوس را بدست مي آوريم،

TUVA ## Σ=  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=Σ

−−

−
−

−−

−

70
6

70
4

70
2

70
3

70
2

70
1

19
1

6
1

14
3

19
3

6
2

14
2

19
3

6
1

14
1

70
1

5
1

5
2

5
2

5
1

#

70
1

#

000
00

000
00

T

A

  

 
  لذا جواب حداقل مربعات بصورت زير بدست مي آيد،

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

−−−

−

70
34

70
17

70
6

70
4

70
2

70
3

70
2

70
1

# ˆ
4
0
5

ˆ xbx A  

 
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0.4857-   

0.2429    

= x

b*pinv(A)=x

[5;0;4];=b

6];- 4;3 2;-2- [1=A

  

□  
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  16-7مثال
  .  آورده شده است يكبار سال10 هرجدول زير آمار جمعيت كشوريدر 

  

سال   1900  1910  1920  1930  1940  1950  1960  1970  1980
)(x  

5 / 226  2 / 203  3 / 179  7 / 150  7 / 131  2 / 123  7 / 105  0 / 92  0 / 76  
جمعيت 

)(y  
   ميليون

  

cbxaxy شبه معكوس يك مدل مرتبه دوم بصورتبا محاسبه) الف ++=  بر اساس روش حداقل 2
  .مربعات براي افزايش جمعيت بدست آوريد

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=→=

5.226
2.203
3.179
7.150
7.131
2.123
7.105
0.92
0.76

119802)1980(
119702)1970(
119602)1960(
119502)1950(
119402)1940(
119302)1930(
119202)1920(
119102)1910(
119002)1900(

c
b
a

A yx  

بديهي است كه دستگاه معادلات بدست آمده ناسازگار است و جواب مسئله حداقل مربعات با استفاده از 
  يد،شبه معكوس بصورت زير بدست مي آ

TUVAA ### ,ˆ Σ== yx  
   را بدست مي آوريم،A ماتريسSVDلذا ابتدا تجزيه 

TVUA Σ=  
  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0.4371      0.3296-    0.1454-    0.0102-     0.0758      0.1128      0.5258      0.5135-    0.3470    

0.3772-    0.7233      0.1912-    0.1205-    0.0647-    0.0239-    0.1285      0.3798-    0.3435    

0.2266-    0.2236-    0.7885     0.1902-    0.1597-    0.1200-    0.1549-    0.2474-    0.3401    

0.1110-    0.1703-    0.2064-    0.7807      0.2091-    0.1757-    0.3243-    0.1164-    0.3366    

0.0305-    0.1166-    0.1757-    0.2078-    0.7871      0.1910-    0.3798-    0.0133      0.3332    

0.0149      0.0627-    0.1196-    0.1558-    0.1712-    0.8342      0.3213-    0.1417      0.3297    

0.3273      0.0157-    0.2655-    0.4221-    0.4854-    0.4555-    0.1489-    0.2687      0.3263    

0.4800      0.4529       0.3949        0.3061      0.1864      0.0359      0.1375      0.3945      0.3229    

0.5141-    0.2576-     0.0796-     0.0198      0.0408      0.0168-    0.5379      0.5188      0.3196    

 U
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==Σ

0                    0                        0                  

0                    0                        0                  

0                    0                        0                  

0                    0                        0                  

0                    0                        0                  

0                    0                        0                  

0.0004664            0                        0                  

0            77.4101337              0                  

0                    0          19195611296800.2   

000
000
000
000
000
000
300

020
001

σ
σ

σ

  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1.0000     0.0010     0.0000 

0.0010-   1.0000     0.0005 

0.0000    0.0005-   1.0000  

V  

   را بدست مي آوريم،Σ#حال ماتريس

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

=

=Σ

0      0      0      0      0      0     1-0.0004664) (               0                           0                  

0      0      0      0      0      0                 0            1-7)(77.410133                 0                  

0      0      0      0      0      0                 0                        0        1-2191956)(11296800.   

0000003/100
00000002/10
000000001/1

#

σ
σ

σ

  

  و جواب مسئله حداقل مربعات بصورت زير بدست مي آيد،
yyx TUVA ##ˆ Σ==  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

58896635897.0044 
97938.7173354- 
770.01045562  

c
b
a

x̂  

cbxaxyبنابراين ضرايب منحني مرتبه دوم  ++= مدل بدست آمده به شكل .  بدست مي آيد2
  زير است،

0044588966.358977173354979.380104556277.0 2 +−= xxy  
  
  . تخمين بزنيد1990ده ميزان جمعيت را در سال س مدل بدست آمبر اسا) ب

milliony
y

838.254
0044588966.3589719007173354979.38)1990(0104556277.0 2

=
+×−×=  
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1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980
60

80

100

120

140

160

180

200

220

240

Years

P
op

ul
at

io
n(

m
ill

io
n)

  منحني بدست آمده همراه با نقاط داده شده در شكل زير رسم شده است،
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  نمودار نرخ تغييرات جمعيت بر حسب سال) 1-5(شكل
  

  بصورت زير است، MATLABبرنامه مربوطه در نرم افزار 

)(million)'Populationylabel('),ars'xlabel('Yeon,grid yy),plot(xx,

z(3);z(2)*xx.z(1)*(xx.^2)  yy

0);900,1980,4linspace(1xx

onhold 

ongrid ),r*''y,plot(x,

y'*pinv(A)z

end

1]; x(i) [x(i)^2:)A(i,   

NA:1i for

);zeros(NA,3  A

size(x,2);  NA

226.5]; 203.2 179.3 150.7 131.7 123.2 105.7 92.0 [76.0  y

1980]; 1970 1960 1950 1940 1930 1920 1910 [1900  x

++=

=

=

=

=

=

=

=

=

  

  
co  نتيجه اجراي برنامه بصورت زير است،
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5889663.58970044   

3549790.00387173-  

5562770.00000104   

* 004+1.0e  

= z

  

□  
  
  1تقريب رتبه پايين ماتريس ها 7-5

 پايين تر يكي از كاربردهاي تجزيه مقادير منفي در تقريب يك ماتريس با يك ماتريس رتبه  
  در نظر بگيريد،را  rبا رتبه A تجزيه مقادير منفرد ماتريس.مي باشد

TVUA Σ=  

)7-9(    [ ] rA
V
V

UUA T

T

r

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= )(rank,

00
0

0
0

2

1

1

21 σ

σ
O  

  
rk با رتبهB يافتن ماتريس،مسئله  است، بطوريكه>

2
BA− ،تجزيه مقادير  مقدار كوچكي گردد

   را مي توان بصورت زير نمايش داد،Aمنفرد ماتريس
r

T
rrr

TTA σσσσσσ >>>+++= LL 21222111 ,vuvuvu  
  

  را بصورت زير بيان مي كنيم، A اين مسئله ماتريسبراي يافتن پاسخ

)7-10(    [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= +
T

T
b

T
a

r

k

k

ba

V
V
V

UUUA

2

1

1

1

1

211

000
0

00
0

0
00

0

σ

σ
σ

σ

O

O

    

  
  و يا بصورت زير مي توان بيان كرد،

T
rrr

T
kkk

T
kkk

TTA vuvuvuvuvu σσσσσ ++++++= +++ LL 111222111  
                                                 
١ Low Rank Approximation 
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rσσσييكهاز آنجا >>> L21 است، جملاتي كه شامل مقادير منفرد غالب تري هستند نقش
 زياد باشد، به راحتي مي توان kσ+1 وkσاختلاف بين حال اگر .  دارندAبيشتري در ساختار ماتريس

 بنابراين.  به بعد صرفنظر نمود و ماتريس را فقط برحسب جملات غالب تر بيان كردk+1از جملات
  مي توان بصورت زير انتخاب نمود،  را Bماتريس

T
kkk

TTB vuvuvu σσσ +++= L222111  
  

) 7-11(       [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
T

T
b

T
ak

ba

V
V
V

UUUB

2

1

1

1

211

000

000

0
00

0

σ

σ
O

   

  بنابراين داريم،

)7-12(                                     T
a

k

a VUB 1

1

1

0

0

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

σ

σ
O  

  
  تفاوت بين اين دو ماتريس بصورت زير بيان مي شود،

T
rrr

T
kkkBA vuvu σσ ++=− +++ L111  

  

)7-13                             (T
b

r

k

b VUBA 1

1

1

0

0

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

+

σ

σ
O  

  
12خود يك تجزيه مقادير منفرد مي باشد، لذا رابطه بالا  +≤− kBA σاين ترتيب  خواهد بود و به 

  خطاي تقريب نيز بدست مي آيد،
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  17-7مثال
   را در نظر بگيريد،Aماتريس

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

4.4800-    11.1000    3.6400      12.0100-  

11.0000    17.0000-   9.8400-    9.5300     

9.1500      10.1900-   8.5100-    0.2700     

12.6500    6.6600-   12.4000-   14.0400-  

1.6600-    2.0700      1.5200      0.4900-   

5.2000      3.2100-    5.0700-    4.8800-   

1.1900      2.6000-    1.0100-    2.5000     

6.8200-    1.7600      6.8200      11.0800    

A  

   بصورت زير است،Aتجزيه مقادير منفرد ماتريس

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0.0929-   0.8008    0.1354-   0.5760-   

0.6476-   0.3116    0.3260-   0.6143     

0.6637     0.4922    0.1662     0.5382     

0.3627-   0.1392    0.9208     0.0356     

V  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0.5489     0.3336     0.1472     0.1751-   0.0232     0.4279-   0.5132-   0.2968     

0.2025     0.6012     0.0597-   0.0236-   0.1367-   0.2108-   0.4266     0.5902-   

0.3123     0.3881-   0.4844     0.2648-   0.5017     0.0550     0.0350     0.4372-   

0.0500-   0.1235-   0.0990-   0.6265     0.0235-   0.1374-   0.5538-   0.5038-   

0.5649-   0.3088     0.7188     0.1320     0.0615     0.2006-   0.0247-   0.0822     

0.4659-   0.1220-   0.3406-   0.5595-   0.1104     0.4949-   0.1903-   0.2137-   

0.1125     0.4377-   0.2922     0.0872-   0.7780-   0.2834-   0.1075     0.0743-   

0.0943     0.2439-   0.1105-   0.4099     0.3274     0.6206-   0.4454     0.2464     

U  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0              0              0              0         

0              0              0              0         

0              0              0              0         

0              0              0              0         

0.0051         0              0              0         

0          0.0220         0              0         

0              0         26.2369        0         

0              0              0         36.8258   

S  
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   است چهار رتبه ماتريسAبا توجه به مقادير منفرد ماتريس
0051.0,0220.0,2369.26,8258.36 4321 ==== σσσσ  

مشخص است كه مقادير منفرد .  بدست آوريمAحال مي خواهيم يك تقريب رتبه پايين از ماتريس
مقادير منفرد صرفنظر نموده و يك تقريب رتبه دو اول و دوم غالب هستند و به راحتي مي توان از بقيه 

   بدست آورد،Aبراي ماتري

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−
−
−

−−
−
−−

−

=
1354.03260.01662.09208.0
5760.06143.05382.00356.0

2369.260
08258.36

5132.02968.0
4266.05902.0
0350.04372.0
5538.05038.0
0247.00822.0
1903.02137.0

1075.00743.0
4454.02464.0

B  

  اندازه خطاي تقريب در اين مثال بصورت زير بدست مي آيد،
0220.032

≈≤− σBA  
   مقايسه نمود،Aرا با ماتريس را بدست آورده عناصر آن Bحال مي توان ماتريس

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

4.4724-   11.1030    3.6446      12.0086-  

11.0037    16.9990-   9.8373-    9.5304     

9.1493     10.1887-   8.5123-    0.2708     

12.6524    6.6591-   12.3984-   14.0396-  

1.6564-    2.0716      1.5220      0.4893-   

5.2088      3.2062-    5.0650-    4.8783-   

1.1946      2.6006-    1.0043-    2.4994     

6.8089-    1.7653     6.8256      11.0825    

B  

□  
  
   كاهش نويز سيگنال ها-7-5-1

كاهش نويز سيگنال ها به ويژه سيگنال يكي از كاربردهاي تقريب رتبه پايين ماتريس ها در   
 نمونه برداري كرده و آن را tX)(زمان پيوسته فرض كنيد از سيگنال. هاي صوتي و تصويري است

  بصورت بردار زير نمايش دهيم،
[ ]nxxxx L321=x  

حال مي توان نمونه ها را با يك ترتيب مناسب دسته بندي كرد و آن ها را در قالب يك ماتريس 
co  نمايش داد،
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= ++

++

×

L

MMMM

L

L

mmm

mm

mm

nm

xxx

xxx
xxx

A

32

2222

1211

  

ديگر مقادير را بدست آوريم، خواهيم ديد كه برخي از آنها نسبت به  Aحال اگر مقادير منفرد ماتريس
  منفرد غالب تر هستند، لذا جملات آخر نقش كمتري در ايجاد ساختار ماتريس و سيگنال دارند،

T
rrr

T
kkk

T
kkk

TTA vuvuvuvuvu σσσσσ ++++++= +++ LL 111222111  
  حال سيگنال نويزي زير را در نظر بگيريد،

nxx +=n  
 و جملات آخر را پر اهميت تر جلوه مي مقادير منفرد كوچك تر ماتريس شدهنويز سبب افزايش اندازه 

حال اگر با استفاده .  مي شود سيگنال دخالت اين جملات سبب تخريب ساختار اصلي ماتريس و ودهد
از روش تقريب رتبه پايين ماتريس بتوان اين جملات را حذف نمود به نوعي مي توان نويز را كاهش 

 از روش وزن دهي براي مقادير ويژه مياني ش جهت بهتر شدن وضعيت سيگنال گاهياين رودر . داد
  . نيز استفاده مي شود

  

  18-7مثال
   زير را در نظر بگيريد، و سيگنال نويزيسيگنال بدون نويز

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

co   و سيگنال نويزي سيگنال بدون نويز-)2-5(شكل
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   از دستور زير استفاده مي نماييم،MATLABبراي ايجاد چنين سيگنال هايي در نرم افزار 

)xn'ylabel('),time'xlabel('),Signal' Noisytitle('on,grid 

xn)plot(t,2),subplot(21

)x'ylabel('),Signal' Cleantitle('on,grid 

x)plot(t,1),subplot(21

figure(1)

(x));randn(size*0.1  x  xn

t);*.5sawtooth(2  x

,10,100);linspace(0  t

+=

=

=

  

 سپس مقادير منفرد هر  نمايش مي دهيم،×1010ابتدا هر يك از سيگنال ها را بصورت يك ماتريس
  يك از ماتريس ها را بدست آورده مقايسه مي كنيم،

svd(Axn) noisy_sv 

svd(Ax) clean_sv 

end

1;j  j   

;9)'i:ixn(:,  j)Axn(:,   

;9)'i:ix(:,  j)Ax(:,   

100:10:1i for

1;  j

0);zeros(10,1  Axn

0);zeros(10,1  Ax

=

=

+=

+=

+=

=

=

=

=

  

   است،اجراي برنامه بصورت زير

0.0000    

0.0000    

0.0000    

0.0000    

0.0000    

0.0000    

0.0000    

1.1351    

4.0000    

4.0454    

=clean_sv 
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5
Enhanced Signal

time

xn
1

0.0069    

0.0425    

0.1264    

0.1880    

0.2784    

0.3306    

0.3958    

1.2883    

3.9563    

4.1071    

=noisy_sv 

  

مقايسه مقادير منفرد سيگنال بدون نويز از .  و رتبه ماتريس نويزي ده استسهرتبه ماتريس بدون نويز 
 سيگنال تاثير گذاشته مقدار  ترو سيگنال نويزي مشخص است كه نويز بر روي مقادير منفرد كوچك

حال اگر در سيگنال نويزي . تغييرات در ساختار داده ها مي شوندو سبب بروز آنها را افزايش مي دهند 
براي اين منظور . يك تقريب رتبه پايين ايجاد كنيم مي توانيم اثر مقادير منفرد كوچك را از بين ببريم

  برنامه را بصورت زير ادامه مي دهيم،

)xn1'ylabel('),time'xlabel('),Signal'Enhanced title('on,grid 

xn1),plot(t,1),subplot(21

figure(2)

Axn1(:);  xn1

;3)':Vn(:,1*3):3,1:Sn(1*3): Un(:,1 Axn1

svd(Axn); Vn]Sn,[Un,

=

=

=

  

  
  سيگنال حاصل بصورت زير است،

  
  
  
  
  
  
  

  
co   سيگنال بهبود يافته-)3-5(شكل
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3

3.5

4

4.5

5
output of the noisy system

0 10 20 30 40 50 60
3

3.5

4

4.5

5
output of the system after noise reduction with SVD method

در اينجا با توجه به اينكه از مقدار منفرد چهارم به بعد مقدار مقادير منفرد به شدت افت مي كند، لذا 
بهبود وضعيت سيگنال در شكل حاصل به . سه مقدار منفرد اول را نگه داشته بقيه را صفر نموديم

  .وضوح ديده مي شود
□  
  

  19-7مثال
مدلسازي يك فرايند حرارتي آزمايشگاهي پاسخ پله فرايند توسط سامانه نمونه برداري داده به منظور 

همان طور كه پيداست نويز اندازه گيري . نمايش داده شده است) الف(بدست آمده است كه در شكل 
 حال مي خواهيم با استفاده از .سبب مخدوش شدن سيستم شده و كار شناسايي را دشوار مي كند

  اد شده نويز موجود در اين سيگنال را كاهش دهيم،روش ي
  
  
  

  
  
  
  
  
  )الف(شكل 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  )ب(شكل

   پاسخ پله فرايند حرارتي آزمايشگاهي-)5-5(شكل
  

مقادير منفرد .  در نظر مي گيريم×805ابتدا داده هاي ورودي را بصورت يك ماتريسبراي اين منظور 
  ده شده است،ماتريس مذكور در زير آور

  
3941.05,4875.04,5069.03,5418.02,1145.891 ===== σσσσσ  co
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0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

با توجه به اينكه اندازه اولين مقدار منفرد بسيار بزرگتر از بقيه مي باشد، مي توان از تقريب رتبه يك 
 نتيجه حاصل در . مي باشد5418.0جهت كاهش نويز استفاده كرد، لذا نُرم خطاي تقريب در اينجا

  .ه بيانگر موفقيت روش مذكور استرسم شده است ك) ب(شكل
□  
  
  1 فشرده سازي داده هاي تصويري-7-5-2

در . كاربرد ديگري از تقريب رتبه پايين ماتريس ها در فشرده سازي داده هاي تصويري است  
سيستم كامپيوتري هر تصوير در قالب يك ماتريس ذخيره مي گردد كه ابعاد اين ماتريس به حجم و 

بطور . براي هر يك از رنگ هاي طيف رنگي عددي اختصاص داده مي شود. ارد بستگي دكيفيت تصوير
   مي توان يك طيف رنگي ايجاد نمودimage با استفاده از دستور MATLABنمونه در نرم افزار 

  

image(x)

64;:1x =  
 
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   تايي64 طيف رنگي -) 6-5(شكل
  

ل قرمز پر رنگ يا قهوه اي و هر چه اعداد كوچكتر از يك   باشند رنگ حاص64هر چه اعداد بزرگتر از 
 هر بردار يا MATLABدر نرم افزار بنابراين . باشند رنگ حاصل آبي پر رنگ و سورمه اي خواهد شد

   تصوير زير را در نظر بگيريد، . رنگي ذخيره نمود با خانه هايماتريس را مي توان بصورت يك تصوير

                                                 
١ Data Compression 
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  A ماتريس حاصل از تصوير-)1-5(شكل
  

  اين تصوير توسط ماتريسي بصورت زير ذخيره مي گردد،

B)*image(100A

rand(4,5);B

=

=  
  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0307.932714.706772.135329.539026.81
9415.675255.344033.58464.47758.49
6336.176431.187493.162667.894402.93
1643.516078.729719.263295.363649.23

A  

  
تصاوير واقعي نيز در كامپيوتر توسط چنين ماتريس هايي ذخيره مي شوند كه با توجه به حجم و 

 نشان داده تصويربه عنوان نمونه . ريس ذخيره سازي شده بسيار بالاتر استكيفيت اين تصاوير حجم مات
500362اين تصوير توسط يك ماتريس. را در نظر بگيريد )7-5(شده در شكل   . ذخيره مي شود×
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  تصوير واقعينمونه اي از  -)8-5(شكل

  
 فراهم مي كند تا بتوان تصاوير مذكور را با حفظ كيفيت روش تقريب رتبه پايين ماتريس اين امكان را

 اين موضوع بويژه در ارسال تصاوير گرفته شدهبطور مثال . آنها در حجم كمتري ذخيره سازي نمود
 چنين مواقعي  اهميت ويژه اي پيدا مي كند زيرا تعداد تصاوير در به زمين،توسط كاوشگرهاي فضا پيما
  .ي از ارسال حجم داده هاي بالايي استبسيار بالا مي باشد كه حاك

  
  20-7مثال

ابتدا تجزيه مقادير منفرد اين ماتريس را بدست .  را در نظر بگيريدAماتريستصوير حاصل از ماتريس 
  مي آوريم،

[ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Σ=

−
−−−
−−

==

6833.01795.02171.06736.0
6267.05927.03505.03649.0
2146.00371.08393.04981.0
3070.07843.03543.04063.0

4321 uuuuU

TVUA

  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Σ

03295.7000
007287.4400
0000690.850
00007721.224
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[ ]

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

0.4967-0.20430.36170.55650.5206
0.55830.01180.5492-0.44010.4392
0.4475-0.8071-0.3604-0.00420.1356
0.3225-0.44130.4321-0.5728-0.4318

0.37060.3346-0.50090.4105-0.5755

54321 vvvvvV  

rank)(4 چهار مقدار منفرد غيرصفر دارد وAماتربس =Aاست .  
3295.7,7287.44,0690.85,7721.224 4321 ==== σσσσ  

  
 را كاهش داده و يك تقريب رتبه Aآيا مي توان با صرفنظر كردن از برخي مقادير منفرد رتبه ماتريس

  .  حالت هاي مختلف را در نظر مي گيريم براي اين منظورپايين مناسب براي آن بدست آورد؟
  

 در اينصورت ماتريس.  را در نظر بگيريم و بقيه مقادير منفرد صفر باشند1σفرض كنيد فقط  
1A،بصورت زير بدست مي آيد و تصوير حاصل از آن چنين خواهد بود   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

=

8247.784929.665342.203724.651385.87
6958.420162.361225.114093.351990.47
2902.581710.491849.153424.484383.64
5420.471043.403849.124285.395564.52

1

1111

A

A Tvu σ

  

   بصورت زير مي باشد،1Aدير منفرد ماتريسرتبه و مقا
0,7721.224,1)(rank 43211 ===== σσσσA 

  
   بصورت زير خواهد بود،2A را در نظر بگيريم، ماتريس2σ و1σاگر دو مقدار منفرد

[ ] [ ]TA 21
2

1
212 0

0
vvuu ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

σ
σ  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1037.896213.746127.207917.545569.79
2901.591386.492491.113280.189594.34
5555.187497.178816.1431.24.897458.93
3145.643675.535130.121638.221854.40

2A  

   بصورت زير مي باشد،2Aرتبه و مقادير منفرد ماتريس
0,0690.85,7721.224,2)(rank 43212 ===== σσσσA  

 
co  واهد بود، بصورت زير خ3A را در نظر بگيريم، ماتريس3σ و1σ،2σاگر سه مقدار منفرد
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[ ] [ ]TA 321

3

2

1

3213

00
00
00

vvvuuu
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

σ
σ

σ
  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0078.922123.707196.175784.835784.83
8797.685797.346958.12388.482388.48
9548.176616.184799.159606.899140.92
6239.516343.721555.253225.376119.22

3A  

   بصورت زير مي باشد،3Aرتبه و مقادير منفرد ماتريس
0,7287.44,0690.85,7721.224,3)(rank 43213 ===== σσσσA  

    در شكل زير آورده شده است،3Aو A،1A ،2Aتصاوير حاصل از ماتريس هاي
  
  
  
  
  
  

  
  

  Aتصوير اصلي به ازاي ماتريس                              1Aتصوير با استفاده از ماتريس      
  
  
  
  
  
  
  
  

  3A   تصوير با استفاده از ماتريس                           2Aتصوير با استفاده از ماتريس       
  

3A  coو A،1A ،2Aتصاوير حاصل از ماتريس هاي -)9-5(شكل
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 بهترين تقريب با 3Aل قابل بازسازي است و ماتريسلذا فقط با استفاده از سه مقدار منفرد اين شك
3295.74 برابر با حداكثر خطاي تقريب دو مي باشد و نُرمAرتبه كمتر براي ماتريس =σاست . 

  .ار قابل توجه استاين مسئله براي ماتريس هايي با ابعاد بالاتر بسي
□  
  

  21-7مثال
 ذخيره مي شود و ×500362اين تصوير توسط يك ماتريستصوير واقعي زير را در نظر بگيريد، 

2370.1501 مقدار منفرد است كه بزرگترين آن362داراي =σ1005.0362  و كوچكترين =σ 
   .مي باشد

  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

   اصلي از گل تصوير-)6-5(شكل
  

  در شكلهاي زير تصاوير با درنظر گرفتن مقادير منفرد مختلف نشان داده شده است،
  
  

  
  

    
  

    
  
  
 2150.11,,2370.150 101 == σσ K             8949.20,,2370.150 51 == σσ K   
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2094.3,,2370.150 501 == σσ K                1647.7,,2370.150 201 == σσ K      

  
تا از مقادير منفرد به راحتي مي توان تصوير اصلي را به  50لذا مشاهده مي شود كه تنها با استفاده از

 براي نمونه تصاوير .طرز قابل قبولي بازسازي كرد، البته اين بستگي به كيفيت تصوير مورد نظر دارد
   تا از مقادير منفرد نيز آورده شده است،150 و100حاصل براي

  
                        

  
  
  
  
  
  
  
   0507.1,,2370.150 1501 == σσ K                6042.1,,2370.150 1001 == σσ K                               
□  
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  مسائل
  توسط مقادير منفرد تجزيه نماييد،  سپس آنها رابراي ماتريس هاي زير مقادير منفرد را بيابيد و -7-1

⎥) الف
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

26
13

A      ب(⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

202
021

A    ج( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

82
41

A  

  

)د
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

22
22
11

A         ه (
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

201
151
101

A    و( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

110
011

A  

  
  .ك شبه معكوس بيابيدبراي هر يك از ماتريس هاي زير ي -7-2

) الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

11
01
10

A           ب   (
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

124
214
222

A      ج    (⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
232

223
A  

  
با استفاده از تجزيه مقادير منفرد، جواب حداقل مربعات معادله   در هر يك از حالتهاي زير-7-3

bx =Aرا بيابيد .  

⎥)الف
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

8
2

,
22
11

bA    ب(⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
0
1

,
131
111

bA  

  

)ج
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1
1
1

,
00
11
11

bA      د (⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
0
1

,
11
22

bA  

  

 )ه
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

30
15
15

,
22
22
11

bA    و( 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

3
3
2

,
2

2
1

bA  

  
 هر يك از ماتريس هاي زير را بصورت يك تصوير نمايش MATLAB با استفاده از نرم افزار -7-4

استفاده از تجزيه مقادير منفرد سعي كنيد تا حداكثر امكان تصوير را فشره سازي كنيد سپس با . دهيد
ميزان حافظه ذخيره سازي شده را با هم مقايسه . به نحوي كه كيفيت تصوير همچنان مطلوب باشد
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)الف

⎥
⎥
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⎥
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⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

28175214634
96438652913
25194636598
25435128063
61516793945
14463796523
22348951121

A    ب(

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

44573928602
391750652245
475139211870
554062143920
652942335013

A  

  
  ادلات ناسازگار  زير جواب حداقل مربعات را بدست آوريد، براي هر يك از دستگاه مع-7-5

)الف
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+−

=−

463
042

52

21

21

21

xx
xx

xx
 )    ب  
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⎩

⎪
⎨

⎧

−=+
=+

=+

3022
1522

15

21

21

21

xx
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 )ج  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=
=

2
2
0

321

1

1

xxx
x
x

  

  
  ثابت كنيد، -7-6

#1 غيرمنفرد باشد،Aزمانيكه ماتريس) الف −= AAاست .  
AA) ب =## ## و )( )()( TT AA =  
AAAA) ج ###و  #= AAAA =  
  
  
سپس با استفاده از تجزيه مقادير .  هر يك از تصاوير زير را بصورت يك ماتريس نمايش دهيد-7-7

وير همچنان منفرد سعي كنيد تا حداكثر امكان تصوير را فشره سازي كنيد به نحوي كه كيفيت تص
  .مطلوب باشد

  
  
  

  )                                                               ب)الف
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   را در نظر بگيريد،A ماتريس-7-8

1];  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1    

1;  1  1  1  1  1  1  40 1  1  1  40 1  1  1  1  1  1  1    

1;  1  1  1  1  1  40 1  40 1  40 1  40 1  1  1  1  1  1    

1;  1  1  1  1  40 1  1  1  40 1  1  1  40 1  1  1  1  1    

1;  1  1  1  40 1  40 1  40 1  40 1  40 1  40 1  1  1  1    

1;  1  1  1  40 1  1  40 1  1  1  40 1  1  40 1  1  1  1    

1;  1  1  40 1  40 1  40 1  1  1  40 1  40 1  40 1  1  1    

1;  1  40 1  1  1  40 1  1  1  1  1  40 1  1  1  40 1  1    

1;  1  1  40 1  40 1  1  1  1  1  1  1  40 1  40 1  1  1    

1;  1  1  1  40 1  1  1  1  1  1  1  1  1  40 1  1  1  1    

1;  1  1  1  40 1  1  1  1  1  1  1  1  1  40 1  1  1  1    

1;  1  1  40 1  40 1  1  1  1  1  1  1  40 1  40 1  1  1    

1;  1  40 1  1  1  40 1  1  1  1  1  40 1  1  1  40 1  1    

1;  1  1  40 1  40 1  40 1  1  1  40 1  40 1  40 1  1  1    

1;  1  1  1  40 1  1  40 1  1  1  40 1  1  40 1  1  1  1    

1;  1  1  1  40 1  40 1  40 1  40 1  40 1  40 1  1  1  1    

1;  1  1  1  1  40 1  1  1  40 1  1  1  40 1  1  1  1  1    

1;  1  1  1  1  1  40 1  40 1  40 1  40 1  1  1  1  1  1    

1;  1  1  1  1  1  1  40 1  1  1  40 1  1  1  1  1  1  1    

1;  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 [A =

  
  

رتبه .  را بيابيدA مقادير منفرد ماتريسMATLAB در نرم افزار svd(A)با استفاده از دستور ) الف
   چند است؟Aماتريس

.  بدست آوريدAبا توجه به مقادير منفرد بدست آمده يك تقريب رتبه پايين مناسب براي ماتريس) ب
  خطاي تقريب چند است؟

 و ماتريس A طيف رنگي ماتريسMATLAB در نرم افزار image(A)فاده از دستور با است) ج
  . تقريب زنده شده را رسم نماييد
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  27/7/90 :ويلمهلت تح                                اول برنامه نويسي تمرين                                          صدقي زاده : مدرس          

 1

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  
  . استفاده نماييدMATLABبراي انجام تمامي تمرين هاي برنامه نويسي از نرم افزار 

mبه پست الكترونيكي درس  آن فايل برنامه نويسي را پيش از اتمام مهلت تحويل LA@eetd.kntu.ac.ir ارسال نماييد .  
  . نماييد آن ارائهويل شخصاً پيش از اتمام مهلت تحلازمحات يهمراه با توض پرينت متن برنامه نوشته شده و پرينت اجراي آن را

  
   كه خصوصيات زير را داشته باشد، بنويسيد Gauss_elim م با نا برنامه ايMATLABبا استفاده از نرم افزار  -1
  

nnAماتريس )الف   . را به عنوان ورودي بگيردnb×1 و بردار×
nnA با محاسبه دترمينان ماتريس)ب nnA و نمايش آن، منفرد يا غير منفرد بودن ماتريس×  يا ’The matrix is singular‘با پيغام هاي  را ×

‘The matrix is nonsingular’ اعلام نمايد.  
bx براي دستگاه معادلات)ج =Aماتريس افزوده [ ]bAرا نمايش دهد .  
bx دستگاه معادلات)د =A برنامه بايد بتواند در صورت نياز عمل محورگيري را انجام دهد. (حذفي گوسي حل نمايدالگوريتم با استفاده از  را(.  
  . الگوريتم حذفي گوسي را نمايش دهدمراحل  ازهر يك براي هاي مقدماتي لازمماتريس  )ه
bx در نهايت جواب دستگاه معادلات)و =Aيعني بردار ،xشده ماتريس افزوده، و فرم بالا مثلثي [ ]bAرا نمايش دهد .  
  
  . را ارائه دهيدهايجه آننماييد و نتدستگاه معادلات زير امتحان دو برنامه خود را براي حل  -2
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⎧
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  ق باشيدموفهميشه        
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  9/9/90 :مهلت تحويل                                 يسي برنامه نو دوم تمرين                                           صدقي زاده : مدرس     

 1

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  
  . استفاده نماييدMATLABبراي انجام تمامي تمرين هاي برنامه نويسي از نرم افزار 

mبه پست الكترونيكي درس  آن فايل برنامه نويسي را پيش از اتمام مهلت تحويل LA@eetd.kntu.ac.ir ارسال نماييد .  
  . نماييد آن ارائهويلپرينت متن برنامه نوشته شده و پرينت اجراي آن را شخصاً پيش از اتمام مهلت تح

  
ttمنحني :بخش اول eettf 20103 1.02.01.0)( −−    را در نظر بگيريد،=−+

]در بازهرا tf)()الف ]10=t01.0  با=stepاستفاده از نرم افزار  با  MATLABرسم نماييد.   
  
   زير بدست آوريد، زمان هاي را برايtf)(مقدار منحني) ب

]000.1,894.0,802.0,711.0,610.0,539.0,458.0,407.0
356.0,305.0,254.0,203.0,152.0,101.0,051.0,001.0[=T  

  . رسم نماييدtf)(نقاط بدست آمده را همراه با منحني اصلي
Ttitfy iii ∈== 16,,1)( K  

  
15مرتبه پانزده به فرم يك چند جمله اي) ج

15
2

21015 )( ttttp αααα ++++= Lمنحني .  براي برازش اين نقاط بدست آوريد
] نقطه مذكور در بازه16مراه با حاصل را ه ]10=t 01.0 با=stepبررسي  نسبت به منحني اصليدقت منحني حاصل را كنيد و  رسم 

  .كنيد
  
4 به فرمچهارمرتبه   چند جمله اي ازبا استفاده از روش حداقل مربعات يك تقريب) د

4
3

3
2

2103 )( tttttp ααααα  براي =++++
] نقطه مذكور در بازه16ست آوريد، منحني حاصل را همراه با اين نقاط بد ]10=t 01.0 با=step دقت منحني حاصل را  رسم كنيد و

  .نسبت به منحني اصلي بررسي كنيد
  
    است؟ اصليي ها تقريب بهتري براي منحنيكدام يك از منحن) د(و ) ج(با توجه به نتايج بدست آمده از بخش ) ه
  

   .خطاي اندازه گيري و نويز در نتايج تاثير گذار باشد،   در زمان هاي مذكورtf)(حال فرض كنيد در حين محاسبه مقدار منحني :بخش دوم
Ttitntfy iiii ∈=+= 16,,1)()( K  

  بردار نويز را مي توان بصورت زير در نظر گرفت،
(T));randn(sizen *03.0=  

  
  . رسم نماييدtf)(جديد بدست آمده را همراه با منحني اصلينويزي اط نق) الف

  
در هر دو حالت ضرايب منحني ها را بدست آوريد و منحني . در بخش اول را براي نقاط نويزي جديد اجرا كنيد) د(و ) ج( بندهاي مجدداً) ب

] مذكور در بازه نويزي نقطه16حاصل را همراه با  ]10=t 01.0 با=stepدقت منحني حاصل سپس با مقايسه منحني ها .  رسم نماييد
  كدام يك از منحني ها تقريب بهتري براي منحني اصلي هستند؟. را نسبت به منحني اصلي بررسي كنيد

  
  از مقايسه نتايج حاصل از بخش اول و دوم چه نتيجه اي مي توان گرفت؟

  ق باشيدموفهميشه        
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  18/8/90 :مهلت تحويل                                       پروژه رمزنگاري                                                   صدقي زاده :  مدرس  

 1

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  
   بررسي مي شود HILL CIPHER به روش  پيام هاي متني و رمزگشايي كردن كاربرد ماتريس ها در رمزيدر اين پروژه

  

   كردن پيام هاي متني و رمزي كدُ-1
جدولي بصورت يكي از ساده ترين روش ها براي كد كردن پيام جايگزين كردن هر يك از حرف با يك حرف ديگر با استفاده از 

در اين روش . اين روش در بسياري از جدول ها و معماهاي موجود در مجلات و روزنامه ها مورد استفاده قرار مي گيرد.  است)1(جدول
  .فاصله بين كلمات و علامت هاي نگارشي در نظر گرفته نشده است

Z  
↓ 
Q  

Y  
↓ 
U  

X  
↓ 
V  

W  
↓ 
A  

V  
↓ 
J  

U  
↓ 
H  

T  
↓ 
F  

S  
↓ 
E  

R  
↓ 
S  

Q  
↓ 
T  

P  
↓ 
M  

O  
↓ 
N  

N  
↓ 
L  

M  
↓ 
K  

L  
↓ 
X  

K  
↓ 
Z  

J  
↓ 
I  

I  
↓ 
P  

H  
↓ 
B  

G  
↓ 
D  

F  
↓ 
R  

E  
↓ 
G  

D  
↓ 
O  

C  
↓ 
W  

B  
↓ 
C  

A  
↓  
Y  

  )1(جدول
  

 كردن اين روش از جدولي براي ديكد.  كد مي شودJGWFNSEMYWG با اين روش بصورت VECTOR SPACEبطور مثال عبارت 
  .  استفاده مي نماييم)2(بصورت جدول

Z  
↓ 
K  

Y  
↓ 
A  

X  
↓ 
L  

W  
↓ 
C  

V  
↓ 
X  

U  
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Y  

T  
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Q  

S  
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R  
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Q  
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I  

O  
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D  

N  
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O  

M  
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P  

L  
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N  

K  
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M  

J  
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V  

I  
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J  

H  
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U  

G  
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E  

F  
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T  

E  
↓ 
S  

D  
↓ 
G  

C  
↓ 
B  

B  
↓ 
H  

A  
↓  
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  )2(جدول
  

 از ييك.  ديكد مي شودLINEARALGEBRAبصورت ) 2( با استفاده از جدولXPLGYSYXDGCSYبطور مثال عبارت كد شده 
زيرا در اين روش هر يك از حروف همواره با يك حرف ثابت كد مي شود و . افتن رمز آن استاشكالات عمده اين روش كد گذاري سهولت ي

  .  كد گذاري مربوطه را بدست آوردنگليسي به آساني مي توان جدولبرخي از حروف پر كاربرد در زبان ابا توجه به تعداد تكرار 
  

. ، استفاده از اعداد در كد كردن پيام هاي متني استدكه در مبحث جبرخطي مطرح مي گرديكي ديگر از روش هاي كد گذاري، 
گذاري استفاده مي  سشي از جدولي به شكل زير براي كددر اين روش با احتساب فاصله بين كلمات و دو علامت نگارشي نقطه و علامت پر

  .شود
¬
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28
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↓ 
24
 

X 
↓ 
23
 

W 
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  )3(جدول
  

 تفكيك به بردارهاي سه تايي بصورت زير كد مي با  با استفاده از اين روشSINGULAR VALUE DECOMPOSITIONپيام متني 
  شود،
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 N در مورد اين مثال حرف .جهت تكميل بردار نهايي مي توان حرف آخر را به تعداد مورد نياز تكرار نمودلازم به ذكر است در انتهاي پيام 
   مي توان بصورت ماتريس زير نمايش داد، را پيام حاصل نهايتاً.تكرار شده استدو بار در انتهاي عبارت 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

131481522811281113
138181244017208
13191414320210618

P  

  
ماتريس كليدي  كردن اين پيام از يك حال براي رمزي. بصورت اعداد كد نماييم) 3(اده از جدولتا اين مرحله توانستيم پيام متني را با استف

(key matrix)استفاده مي نماييم،×33 معكوس پذير   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1749
17920
20103

A  

  
   شده بدست مي آيد،  پيام رمزP در ماتريسAماتريس كليديبا ضرب 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

39044133442977672376544321415
598690578643130912607629487653
42941738246289660283730438394

AP  

  
براي اين .  تبديل نماييم28 تا0را به اعدادي در محدودهيه هاي ماتريس ار شده بايد دن اين ماتريس بصورت عبارت متني رمزبراي بيا

در اين روش هر يك از اعداد را با باقيمانده تقسيم .  استفاده مي نماييم(modular arithmetic)منظور از محاسبات ماجولار يا پيمانه اي 
  يگزين مي نماييم، بطور مثال، جا29آن عدد بر

M

)29(mod941591429415

)29(mod15653152229653

)29(mod17394171329394

≡→+×=

≡→+×=

≡→+×=

  

   بصورت زير بيان مي شود،29mod شده دربه اين ترتيب ماتريس رمز

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1361523195282229
1823275141327202315
2311527222225317

AP  

  
   شده را مي نويسيم،پيام رمز) 3(حال با استفاده از جدول

RPJDXCFUWW?  WNFCOT?FXF?PLXGXSN  
  

بطور .  كد شده است متفاوت صورت امكان پذير نيست و هر حرف به چند دارد آن است كه پيدا كردن رمز به راحتيمزيتي كه اين روش
   . شده است رمز? و F و Gفرم هاي سه بار تكرار شده و به  در اين پيام O مثال حرف
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  
   شده رمزگشايي و ديكدُ كردن پيام هاي رمز-2

براي .  استفاده مي شود29mod در از معكوس ماتريس كليدي، شده و بازيابي پيام اصليبراي رمزگشايي عبارت هاي رمز  
   بصورت زير عمل مي كنيم،29modمحاسبه معكوس اعداد در

M

)29(mod22
4
1)29(mod188224

)29(mod10
3
1)29(mod130103

)29(mod15
2
1)29(mod130152

≡→≡=×

≡→≡=×

≡→≡=×

  

  
 حال مي خواهيم معكوس . خواهد بودa معكوس عددb در اينصورت عدد،د باشmod1≡×ba)29(اگر b وaدر واقع براي دو عدد

   را بدست آوريم،Aماتريس
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1AA  

  
   بصورت زير عمل مي كنيم،29mod درA−1براي بدست آوردن

)29(mod8
1635

18)29(mod11635 ≡→=→≡× bb  
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   است،29mod درA بدست آمده معكوس ماتريس كليديA−1مي توان بررسي كرد كه

)29(mod
100
010
001

755290493
986407580

1102464726

1749
17920
20103

21148
211717
222416
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   شده بصورت زير مي باشد،پيام رمز. ن براي رمزگشايي عبارت رمز شده استفاده كرد مي تواA−1حال از ماتريس

RPJDXCFUWW?  WNFCOT?FXF?PLXGXSN  
  

  ابتدا آن را بصورت بردارهاي ستوني سه تايي نمايش مي دهيم،
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  لذا حاصل بصورت ماتريس زير بدست مي آيد،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1361523195282229
1823275141327202315
2311527222225317

C  

  
CAحال    شده است بدست مي آوريم، را كه همان ماتريس رمز گشايي−1

)29(mod
131481522811281113
138181244017208
13191414320210618

7095367337696114631142782388535
97070485910276717001421887484733
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  ،ديكدُ مي كنيم) 3(و نهايتاً با استفاده از جدول
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SINGULAR VALUE DECOMPOSITION  

  
  د كرد،ديكُرمزگشايي و   سپس و، رمزيبارت هاي متني را كُدع معكوس آن به راحتي مي توان لذا با داشتن ماتريس كليدي و
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  پروژه  -3
 آيا . در دو جدول جداگانه نمايش دهيد را بدست آوريد و آنها26mod را در25 تا1 و اعداد29mod را در28 تا1 معكوس اعداد-1

   معكوس پذير هستند؟ چه نتيجه اي مي گيريد؟26mod و در29modتمام اعداد در
  
 و يكبار در 29mod را يكبار درAمعكوس ماتريس.  معكوس پذير است26mod و در29modتحت چه شرايطي در ماتريسيك  -2

26modبدست آوريد .  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

171921
310
22421

A  

 شده را بدست رمز نماييد و پيام رمز 29modدر A  كليديبا استفاده از ماتريس را LINEAR ALGEBRA IS FUN عبارت -3
  .آوريد

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡
=

17024
61715

1594
A  

  ماتريس كليدي زير را در نظر بگيريد، -4

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡
=

339
2412
202011

A  

  . كنيدد رمزگشايي و ديك26modُدر A كليدي را با استفاده از ماتريس زير شدهعبارت رمز
CQUIWEHMWESTAHVPDIKUJIVPIAI 

  

 شده باشد، ماتريس كليدي  رمزJK.M¬TWIBO   بصورت29mod درA×22 توسط ماتريس كليديHILLCIPHER اگر عبارت -5
22×A بدست آوريدرا براي اين رمزنگاري .  
  
  ،ي بنويسيد كه برنامه اMATLAB با استفاده از نرم افزار -6

  .چاپ نمايدرا  29modدر  شده حاصل، عبارت رمز×33كليدي ماتريس  اصلي و متنيعبارتبا دريافت  )الف
  . ده و نمايش دهد كر بازسازي29mod عبارت اصلي را در×33 شده و ماتريس كليديفت متن رمزبا دريا) ب
  

m فايل برنامه نويسي را پيش از اتمام مهلت تحويل آن به پست الكترونيكي درس LA@eetd.kntu.ac.irارسال نماييد  .  
پرينت متن برنامه نوشته شده و پرينت اجراي آن را همراه با توضيحات لازم شخصاً پيش از اتمام مهلت تحويل آن ارائه 

  . زير استفاده نماييدجعامرر مي توانيد از  بيشتبراي مطالعه. نماييد
http://practicalcryptography.com/ciphers/hill-cipher/ 
http://en.wikipedia.org/wiki/Hill_cipher 

  ق باشيدموفهميشه        
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  كاربرد بردارهاي ويژه در رتبه بندي داده ها: بخش اول
يك  در هر. تر مسابقات را بدست آوريم بر هايتيم مي خواهيم ليست  تيم ورزشي را در نظر بگيريد،دهجدول نتايج مسابقات   

  .از خانه هاي جدول نام تيم برنده نوشته شده است و در صورت تساوي از لغت مساوي استفاده شده است
  

T10  T9  T8  T7  T6  T5  T4  T3  T2  T1   
T10  مساوي T1  T7  مساوي T5  T4  T1  مساوي ×  T1  
T10  T9  T8  T2  T2  T5  T2  T3  ×  مساويT2  
  T3  T1  T3  × مساوي  T6  T5 مساوي  T9  T3 مساوي

T4  T9  T4  T7  مساوي T4  ×  مساوي T2  T4  T4  
T5  مساوي T8  T5  T6  ×  T4  T5  T5  T5  T5  
T10  T6  مساوي T7  ×  T6  مساوي T6  T2  مساوي T6  
T7  T9  T8  ×  T7  T5  T7  مساوي T2  T7  T7  
T10  T9  ×  T8  مساوي T8  T4  T3  T8  T1  T8  
T10  ×  T9  T9  T6  مساوي T9  T9  T9  مساوي T9  
×  T10  T10  T7  T10  T5  T4  مساوي T10  T10  T10 

  

)1,,10(امi تيم درجه برترياگر K=iرا با متغير ix ،بيان كنيم ix تيم هايي كه درجات برتري متناسب خواهد بود با مجموع 
   ام شكست داده شده است،iتوسط تيم

)(

)(
)(

9862110

7642

831

xxxxxkx

xxxkx
xxkx

++++=

++=
+=

M
  

  ادلات ماتريس زير نمايش داد،حال مي توان اين معادلات را بصورت مع

∑
=

==
10

1
,

j
jiji xakxkAxx  

]كه در آن، ]Txxx 1021 L=xبوده و ماتريس Aلذا اگر تيم.  است×1010 يك ماتريسiام تيمj ،ام را برده باشد
 -هاست اين مسئله يك مسئله مقدار ويژهمان طور كه مشخص .  برابر با يك است، در غير اينصورت برابر صفر خواهد بودijaعنصر

  . استA كه بيانگر درجه برتري تيم ها مي باشد يك بردار ويژه براي ماتريسxبردار ويژه است و بردار
  

  . را بدست آوريدA ماتريسده از جدول بالاابا استف -1
تمامي عناصر آن مثبت قدر مطلق  را بدست آورده و برداري را كه Aبردار هاي ويژه ماتريسMATLAB  ربا استفاده از نرم افزا -2

  . ردار نشان دهنده برترين تيم است و به همين ترتيب اولويت هاي بعدي بدست مي آيندبزرگترين عنصر در اين ب .است را انتخاب كنيد
  ؟ه رتبه بندي مشاهده مي كنيد نحو در خاصيآيا هوشمندي . تيم برتر مسابقات را به ترتيب اولويت بيان كنيدده -3
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  در محاسبه مقادير ويژه QRكاربرد تجزيه : بخش دوم
 باشد مستلزم صرف محاسبات زيادي براي محاسبه ×33محاسبه مقادير ويژه ماتريس زمانيكه ابعاد ماتريس بيشتر از  

ه ماتريس ها  هاي عددي براي محاسبه مقادير ويژلذا در اكثر مواقع از روش. دترمينان و محاسبه ريشه هاي معادله مشخصه مي باشد
  . استفاده مي شود

 در اين روش سعي مي شود تا با استفاده از تجزيه.  استQRه استفاده تجزيهويژهاي بدست آوردن مقادير  كي از روشي
QR ودهمان مقادير ويژه خواهند ب ماتريس مذكور به يك ماتريس بالا مثلثي تبديل گردد، كه در اين صورت عناصر روي قطر اصلي .

  براي اين منظور از الگوريتمي بصورت زير استفاده مي شود،
  

  ، را در نظر بگيريدA ماتريس-1مرحله  
00 تجزيه-2مرحله  RQA 001سپس ماتريس.  را بدست آوريد= QRA   . را محاسبه نماييد=
111 تجزيه-3مرحله  RQA 222سپس ماتريس.  را بدست آوريد= QRA   . را محاسبه نماييد=
  .مرحله ادامه دهيدm به همين ترتيب تا-4مرحله 
  . به صفر نزديك شده باشندmA الگوريتم زماني پايان مي يابد كه عناصر زير قطر اصلي ماتريس-5مرحله 
  . خواهند بودA همان مقادير ويژه ماتريسmA حال عناصر روي قطر اصلي ماتريس-6 مرحله

  
  ، و حل دستي را ارائه دهيدريتم بالا موارد زير را ثابت كنيدبا استفاده از الگو -1

TQAQA)الف   010=  
TQQAQQA)ب   )()( 10210=  
  . يك ماتريس متعامد است10QQ ماتريس)ج  
AA ماتريس هاي)د     . مقادير ويژه يكساني دارند2A و1,

  
  . بنويسيد كه با استفاده از الگوريتم بالا مقادير ويژه ماتريس ورودي را تخمين بزندMATLABبرنامه اي با نرم افزار  -2

  . هاي زير امتحان كنيد و نتايج آن را ارائه دهيدبرنامه خود را براي ماتريس 
محاسبات برنامه خود با  مقادير ويژه ماتريس هاي مذكور را بيابيد و نتيجه را MATLAB در نرم افزار eigسپس با استفاده از دستور

  .مقايسه كنيد
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  تجزيه مقادير منفردتعبير هندسي : سومبخش 

 نگاشتحال  .مي گرددسي راص برخ  با شكلتعبير هندسي تجزيه مقادير منفرد و اثر آن بر مكان هاي هندسيدر اين بخش   
11حاصل از  ××× = nnnnA yx،را در نظر بگيريد   

  
  
  
ي بصورت زير خواهد يك بيض yمكان هندسي  باشد،x≥1اگر ،در فضاي دو بعدي ،ثابت كنيدبا استفاده از تجزيه مقادير منفرد  -1

  بود، 

12
2

2
2

2
1

2
1 ≤+

σσ
yy  

  . هستندA مقادير منفرد ماتريس2σ و1σدر آنكه 
  

⎥ ماتريس برنامه اي بنويسيد كهMATLABبا استفاده از نرم افزار  -2
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

54
32

Aرا به عنوان ورودي بگيرد ،  

  . را نمايش دهدتجزيه مقادير منفرد ماتريس svdدستور با استفاده از  ) لفا

[ ] [ ]TA 21
2

1
21 0

0
vvuu ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

σ
σ  

  هندسي حاصل چه خواهد شد؟تبديل نماييم، مكان  ماتريساين دايره واحد را با استفاده از ن و روي مكان هندسي نقاط درور اگ) ب
  .يك صفحه رسم نمايد در 2v و1vهمراه با بردارهاي واحد را دايره) ج
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  
  .  نشان مي دهد21xxشكل زير يك بازوي ربات با دو محور حركتي را در صفحه -3
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  .آوريد
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  1 شماره حل تمرين
  ،nv×1 وnu×1براي بردارهاي حقيقي
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  براي اين منظور مي توان نوشت،
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  2حل تمرين شماره 
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  3حل تمرين شماره 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  4حل تمرين شماره 
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  5حل تمرين شماره 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  6ل تمرين شماره ح
nnAبراي ماتريس هاي ×،mnB ×،nmC mmD و×    روابط زير برقرار هستند،×
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01 وD≠0 اگر)ب ≠− − CBDA،باشند، آنگاه   
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co  براي نشان دادن صحت تساوي بصورت زير عمل مي كنيم،

nt
ro

len
gin

ee
rs

.ir



  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90اول نيمسال                            جبر خطي كاربردي                                                

       30/6/90                                              سري اول هاي حل تمرين                                              صدقي زاده: مدرس   

 4

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  7حل تمرين شماره 
nnAمعادله زير به معادله لياپانوف معروف است، كه در آن nnQ ماتريس دلخواه،× nnP ماتريس متقارن و×   . يك ماتريس مجهول مي باشد×

QPAPAT −=+  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  معادلات زير را حل نماييم، دستگاه Pحال بايد براي بدست آوردن ماتريس
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   به فرم زير بدست مي آيد،Pبا حل دستگاه معادلات اخير ماتريس متقارن
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++=0 پاسخ معادلهMATLABتوجه نماييد كه نرم افزار  QPAAP Tكه در صورت متقارن بودن ماتريس را بدست مي آورد ،Q 
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  . را بصورت پارامتري بدست آوريدsX)( باشد،tx)( تبديل لاپلاسsX)( اگر)ب
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AsI
AsIadjAsI

−
−

=− − )()( 1  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
+−
+++

+
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
+−
+++

+++
=− −

2

2

3
2

2

23
1

13
)3(1

1333

)1(
1

13
)3(1

1333

133
1)(

sss
sss

sss

s
sss
sss

sss

sss
AsI  

  لذا جواب نهايي را بصورت پارامتري داريم،

)(
1

)1(
1)0(

13
)3(1

1333

)1(
1)(

2
3

2

2

3 sU
s
s

s
sss
sss

sss

s
sX

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
+−
+++

+
= x  

  
   مي توان بصورت زير عمل نمود،MATLABبراي انجام محاسبات پارامتري در نرم افزار : وجهت

1+s3*+s^23*+s^3       

= ans

A)-eye(3)det(s*

3];- 3- 1;-1 0 0;0 1 [0=A

);s'sym('=s

 

  
**********************************************  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  9ين شماره حل تمر

3)1(

1
11
111
1111

k

kkk
kk

k
−=  

   در دترمينان ها كمك مي گيريم،تونيبراي اثبات از عمليات س

kk
kkk
kkkkccc

k
kk
kkkccc

kk
k

kkccc

kkk
kk

k

−
−−
−−−→−

−
−−→−−→−

===
100
110
111

0001

100
110
111
1001

10
110
111
1101

1
11
111
1111

441331221
  

  حال با توجه به دترمينان ماتريس هاي بلوكي داريم،

3)1(
100
110
111

1

100
110
111

0001

k
k
kk
kkk

kk
kkk
kkkk

−=
−
−−
−−−

=

−
−−
−−−  

  .به اين ترتيب نتيجه به دست مي آيد
  

4321

4444

3333

2222

1111

1

1
1

1
1

kkkk

kkkk
kkkk
kkkk
kkkk

++++=

+
+

+
+

  

   در دترمينان ها كمك مي گيريم، سپس از عمليات سطرييونت از عمليات س ابتدابراي اثبات

100
010
001
0001

100
010
001
1001

100
010
001
1101

100
010
001
1111

100
10
01
111

10
10

1
11

1
1

1
1

4

3

2

4321

114

4

3

2

321

113

4

3

2

21

112

4

3

2

1

441

44

33

22

11

331

444

333

222

111

221

4444

3333

2222

1111

k
k
k

kkkk
rrr

k
k
k

kkk
rrr

k
k
k

kk
rrr

k
k
k

k
ccc

kk
kk
kk
kk

ccc

kkk
kkk
kkk
kkk

ccc

kkkk
kkkk
kkkk
kkkk

++++
→+

−+++
→+

−−++
→+

−−−+
→+−

+

−−+
→+−

+
+

−+
→+−

+
+

+
+

=

===
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  حال با توجه به دترمينان ماتريس هاي بلوكي داريم،

43214321

4

3

2

4321

1
100
010
001

1

100
010
001
0001

kkkkkkkk

k
k
k

kkkk

++++=++++=

++++

  

  .به اين ترتيب نتيجه به دست مي آيد
**********************************************  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

 1 شماره حل تمرين
BAC را چنان بيابيد كهC جردن ماتريس-با استفاده از روش گوس   . باشد=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−=

13
02
11

,
254
242
312

BA 

 
   جردن را مي توان بصورت زير در نظر گرفت،-الگوريتم گوس

[ ] [ ]CIBA →  

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

−
−

→+−
→+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
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11
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2
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rrr
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BA  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
→+−
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⎥
⎥
⎥
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⎤

⎢
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⎢
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⎡
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5
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2
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3
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223
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4
3
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1

rrr
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[ ]CI
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=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

→
→
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−

24100
010
001

3
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3
17

3
16

3
25

223
1

112
1

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

−−

24
3

11
3

17
3
16

3
25

C 

 . بدست مي آيدCبه اين ترتيب ماتريس
****************************************  

  
  2حل تمرين شماره 

   جردن بدست مي آوريم،-معكوس ماتريس ها را با استفاده از روش گوس

[ ] [ ]1,
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⎢
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
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→+
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⎦

⎤

⎢
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−
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−
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3
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3
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3
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2233
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1
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rrr
rrr

rrr
rrr  

[ ]1

3
1

3
2
3
1
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1
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13
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10
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010
001

−

−

−

−
=

⎥
⎥
⎥
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

−

−

−

3
1

3
2
3
1

1

13
14
10

A  

   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0.3333-  1.0000-  3.0000    

0.6667    1.0000    4.0000-   

0.3333-   1.0000    0         

= ans

inv(A)

12]; 9 4;3 3 3;2 2 [1=A

  

  
***************************  

  

[ ] [ ]1,
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⎥
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⎥
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⎢
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[ ]
⎥
⎥
⎥
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2
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2
1

332
1

1
112

1

100
010
001

−

−−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−

→ BIrr  

  

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  7/6/90                                              وم سري دهاي حل تمرين                                              صدقي زاده: مدرس   

 3

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0.5000   1.0000   1.5000    

1.0000-   1.0000-   2.0000-   

0.5000-   1.0000-   0.5000-   

= ans

inv(B)

3];- 2- 1;-1 1 1;-1 0 [1=B

  

  
***************************  

  

[ ] [ ]1,
110
410
321

−→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= CIICC  
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⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
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−
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rrr
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[ ]1

3
1

3
1

3
4

3
1

3
5

3
1
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1

3
4

3
1

3
5

3
1

2233
4
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5

0
0
1
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0
1
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−

−

−
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−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−
→+

→+
CIrr

rrr
rrr

  

  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0.3333-  0.3333   0         

1.3333    0.3333-   0         

1.6667-   0.3333-   1.0000    

= ans

inv(C)

1]; 1 4;0 1 3;0 2 [1=C

  

  
******************************************  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

 3حل تمرين شماره 

) الف
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=++
−=++

232
0534
232

321

321

321

xxx
xxx

xxx
  

  فرم ماتريس افزوده اين معادلات بصورت زير مي باشد،

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

−
→

2
0
2

312
534
312

bA

  
  حل با روش حذفي گوسي،

   دوم و سوم، از معادلات 1x حذف مجهول-گام اول

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
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⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎣
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−
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⎭
⎬
⎫
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,
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001

4
4
2
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2
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3

2

1

331

221 EE
x
x
x

rrr
rrr  

   سوم، از معادله2xحذف مجهول -گام دوم

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎣
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−
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1

332 E
x
x
x

rrr  

   اجراي الگوريتم جايگزيني پسرو براي حل معادلات،-  گام سوم

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−−=

−=+=
−=

→
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
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=−
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6
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1
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321

xxx
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x

x
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xxx
  

**************************** 
   جردن،-حل با روش گوس

   از تمامي معادلات به جز معادله اول،1x  حذف مجهول-گام اول
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rrr  

   از تمامي معادلات به جز معادله دوم،2xحذف مجهول -گام دوم
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⎥
⎥
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⎤
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  به جز معادله سوم، از تمامي معادلات 3x حذف مجهول-  گام سوم
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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   تبديل عناصر قطري به عدد يك و بدست آوردن جوابها،-گام چهارم
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⎥
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  .در اين دستگاه معادلات متغير آزاد نداريم
****************************  
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⎧
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1756
1534

132

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

ادلات بصورت زير مي باشد،فرم ماتريس افزوده اين دستگاه مع    

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→

1
1
1

756
534
312

bA

  
  حل با روش حذفي گوسي،

    از معادلات دوم و سوم،1x حذف مجهول-گام اول

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−⇒

⎭
⎬
⎫

→+−
→+−

103
010
001

,
100
012
001

2
1

1

220
110

312

3
2

21

3

2

1

331

221 EE
x
x
x

rrr
rrr  

   از معادله سوم،2xحذف مجهول -گام دوم

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−⇒→+−

120
010
001

0
1

1

000
110

312
2 3

3

2

1

332 E
x
x
x

rrr  

   الگوريتم جايگزيني پسرو براي حل معادلات، اجراي-  گام سوم

⎩
⎨
⎧

−=
+−=

→
⎩
⎨
⎧

−=−
=++

31

32

32

321

21
1

1
132

xx
xx

xx
xxx  

  . متغير آزاد است3xدر اين دستگاه معادلات
*******************************  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

   جردن،-حل با روش گوس
    ل، از تمامي معادلات به جز معادله او1x  حذف مجهول-گام اول

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−⇒

⎭
⎬
⎫

→+−
→+−

103
010
001

,
100
012
001

2
1

1

220
110

312

3
2

21

3

2

1

331

221 EE
x
x
x

rrr
rrr  

   از تمامي معادلات به جز معادله دوم،2xحذف مجهول  -گام دوم

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−⇒

⎭
⎬
⎫

→+−
→+−

120
010
01

,
100
010
011

0
1

2

000
110

402

2 54

3

2

1

332

112 EE
x
x
x

rrr
rrr  

033از آنجاييكه عنصر =a 3مي شود و است و آخرين سطر مي باشد، لذا ماتريس به فرم سطري پلكاني كاهش يافته تبديلx متغير آزاد 
  .خواهد بود

   تبديل عناصر قطري به عدد يك و بدست آوردن جوابها،-مگام سو

}
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎩
⎨
⎧

+−=
−=

→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−⇒→

100
010
00

1
21

0
1

1

000
110

201 2
1

7
32

31
112

1 E
xx
xx

rr  

**********************************************  
  

  4حل تمرين شماره 

) الف
⎩
⎨
⎧

=+++
=−++

5342
2432

4321

4321

xxxx
xxxx  

  
   است، فرم ماتريس افزوده اين معادلات بصورت زير مي باشد،(underdetermined) فرو معين اين دستگاه يك سيستم

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
→

5
2

1342
4321

bA

  حل به فرم سطري پلكاني،  
   را از معادله دوم حذف مي كنيم،1x است، لذا مجهول در معادله اول يك1xضريب -گام اول

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
⇒→+−

4

3

2

1

221 1
2

9300
4321

2

x
x
x
x

rrr  

co  مي رويم و آن را به يك تبديل مي كنيم، 3x صفر است، سراغ ضريب در معادله دوم2x از آنجاييكه ضريب-دومم گا
nt

ro
len
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ee

rs
.ir
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
−

⇒→
−

−

4

3

2

1

3
1223

1
2

3100
4321

x
x
x
x

rr  

  .دجواب داربيشمار همانطور كه پيداست سيستم سازگار بوده و دستگاه معادلات 

43421
43

4321

3
3
1,523

3
13

2432
xxxxx

xx

xxxx
+

−
=−−=→

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−
=−

=−++
  

  . متغيرهاي آزاد هستند4x و2x با توجه به محل عناصر محوريدر اين دستگاه معادلات
**************************** 

  
  ، كاهش يافتهحل به فرم سطري پلكاني

   را از معادله دوم حذف مي كنيم،1x در معادله اول يك است، لذا مجهول1xضريب -گام اول

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
⇒→+−

4

3

2

1

221 1
2

9300
4321

2

x
x
x
x

rrr  

   مي رويم و آن را به يك تبديل مي كنيم،3x در معادله دوم صفر است، سراغ ضريب2xاز آنجاييكه ضريب -دومگام 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
−

⇒→
−

−

4

3

2

1

3
1223

1
2

3100
4321

x
x
x
x

rr  

  اني كاهش يافته عناصر بالاي عنصر محوري صفر است، لذا داريم،در فرم سطري پلك

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
⇒→+−

−

4

3

2

1

3
1112

3
3100

5021
3

x
x
x
x

rrr  

  .دستگاه معادلات بيشمار جواب دارد

43421
43

421

3
3
1,523

3
13

352
xxxxx

xx

xxx
+

−
=−−=→

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−
=−

=++
  

  
****************************  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  ،MATLAB در نرم افزار rref با استفاده از دستور بررسي صحت عملكرد
  

0.3333-  3.0000-  1.0000   0         0         

3.0000    5.0000    0         2.0000    1.0000    

= ans

b]) rref([A

[2;5];=b

1]; 3 4 4;2- 3 2 [1=A

  

  
****************************  

 )ب
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+
=+
=−

12
58
24

21

21

21

xx
xx
xx

 

  است، فرم ماتريس افزوده اين معادلات بصورت زير مي باشد، (overdetermined) فرامعين اين دستگاه يك سيستم

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
→

1
5
2

21
81
41

bA

  
  حل به فرم سطري پلكاني،

   را از معادلات دوم و سوم حذف مي كنيم،1xمجهوليك است، لذا  در معادله اول 1x ضريب-گام اول

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
⇒

⎭
⎬
⎫

→+−
→+−

2

1

331

221

3
3
2

60
120

41

x
x

rrr
rrr  

   در معادله دوم يك نيست داريم،2x از آنجاييكه ضريب-دومگام 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
⇒→

2

1
4
1

22

3

2

60
10
41

12
1

x
x

rr  

   از معادله سوم،2xحذف مجهول

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
⇒→+−

− 2

1

2
9

4
1

332

2

00
10
41

6
x
x

rrr  

  .با توجه به سطر آخر ماتريس سطري پلكاني دستگاه معادلات ناسازگار است، لذا جواب ندارد
****************************  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  ، كاهش يافتهحل به فرم سطري پلكاني
   را از معادلات دوم و سوم حذف مي كنيم،1x در معادله اول يك است، لذا مجهول1xضريب -گام اول

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
⇒

⎭
⎬
⎫

→+−
→+−

2

1

331

221

3
3
2

60
120

41

x
x

rrr
rrr  

   در معادله دوم يك نيست داريم،2xاز آنجاييكه ضريب -دومگام 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
⇒→

2

1
4
1

22

3

2

60
10
41

12
1

x
x

rr  

   از معادله اول و سوم،2xحذف مجهول

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⇒
⎭
⎬
⎫

→+−
→+

− 2

1

2
9

4
1

332

112

3

00
10
01

6
4

x
x

rrr
rrr  

  . دستگاه معادلات ناسازگار است، لذا جواب ندارد كاهش يافته،ا توجه به سطر آخر ماتريس سطري پلكانيب
****************************  

  ،MATLAB در نرم افزار rref با استفاده از دستور بررسي صحت عملكرد
  

1    0    0     

0     1     0     

0     0     1     

= ans

b]) rref([A

[2;5;-1];=b

2]; 8;1 4;1- [1=A

  

  
**********************************************  

  
  5حل تمرين شماره 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−−
−

=

2100
1210

0121
0012

A  

   مقدماتي بصورت زير بدست مي آيند،ماتريس هاي
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

   از معادله دوم،1x مقدماتي لازم براي خذف متغير ماتريس-

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
−

=→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

2100
1210

010
0012

1000
0100
001
0001

2
3

1
2
1

1 AEE  

  ،ه سوم از معادل2x مقدماتي لازم براي خذف متغير ماتريس-

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

=→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

2100
100

010
0012

1000
010
0010
0001

3
4

2
3

12
3
22 AEEE  

  ، از معادله چهارم3xماتريس هاي مقدماتي لازم براي خذف متغير -

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

=→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

4
5

3
4

2
3

123

4
3

3

000
100

010
0012

100
0100
0010
0001

AEEEE 

  . به فرم بالا مثلثي تبديل مي شودAَال سه ماتريس مقدماتي، ماتريسترتيب با اعمبه اين 
**********************************************  

  
  6حل تمرين شماره 

  

 )الف
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=−
=−

2
2
2

31

21

32

xx
xx
xx

      

  ناسازگار بودن سيستم از روش حذفي گوسي استفاده مي كنيم،براي بررسي سازگار يا 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
→+−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
↔

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

2
0
2

110
110
101

2
2
2

110
011
101

2
2
2

101
011
110

22131 rrrrr  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
→+

2
0
2

000
110
101

332 rrr  

2000با توجه به سطر آخر مشخص است كه سيستم ناسازگار است، زيرا معادله اي بصورت 321 =++ xxxجواب ندارد .  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

 ) ب
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=−
=−

0
0
0

31

21

32

xx
xx
xx

    

  ناسازگار بودن سيستم از روش حذفي گوسي استفاده مي كنيم،براي بررسي سازگار يا 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
→+−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
↔

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

0
0
0

110
110
101

0
0
0

110
011
101

0
0
0

101
011
110

22131 rrrrr  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

→−
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
→+

0
0
0

000
110
101

0
0
0

000
110
101

22332 rrrrr  

براي  با توجه به اينكه  و يك جواب بردار صفر را دارد، ليكنسازگار است سيستم ، حتماًدستگاه معادلات همگن است اينكه  بهبا توجه
  .، علاوه بر بردار صفر بيشمار جواب ديگر هم دارد دو تا عنصر محوري بدست آمده است سه مجهوليسيستم

3231 , xxxx ==  
3xدر اينجا متغير آزاد است .  

            

 )ج  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+

1
1
1

31

21

32

xx
xx
xx

  

  ناسازگار بودن سيستم از روش حذفي گوسي استفاده مي كنيم،براي بررسي سازگار يا 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−→+−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
↔

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
0
1

110
110

101

1
1
1

110
011
101

1
1
1

101
011
110

22131 rrrrr  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−→+−

2
1

332
1

332 0
1

100
110

101

1
0
1

200
110

101
rrrrr  

  .دستگاه معادلات پاسخ منحصربفرد داردمده آمحوري بدست  فرم سطري پلكاني سيستم سازگار است و چون سه تا عنصر  بهبا توجه

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=→=+

=→=−

=

2
1

131

2
1

232

2
1

3

1
0

xxx
xxx

x
  

  
**********************************************  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  7حل تمرين شماره 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=+−
+=+−
+=++

=−+

11072
243
1522

1

321

321

321

321

λλ
λ
λ

λ

xxx
xxx

xxx
xxx

  

  
   فرم ماتريس افزوده دستگاه معادلات بصورت زير است،)الف

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
+
+

−
−

−

110
24
15

1

721
311
212
11

λ
λ
λ

λ

λ

  

  فرم سطري پلكاني آن را بدست مي آوريم،حال 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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+

−
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−
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−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
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⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
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⎡

−
+
−

−
−−

−
−

→+−
→+−
→+−

−
−

−

210
14

1

830
410

10
11

21
1

210
14
15

1

830
410
4210
11

2
21

15
21
4

22

441

331

221

λ
λ

λ
λ

λ

λ
λ
λ
λ

λ
λ
λ

λ

λ
λ

λrr
rrr
rrr
rrr

  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣
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→
−
−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
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⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
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−
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−
−
−
−

−
−

−

−
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−
−
−
−

−
−
−
−
−

λ
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λ
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λ

λ

λ
λ

λ

λ
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λ
λλ
λ

λ

λ
λ
λ
λ
λ

λ

λ
λ

λ

λ
λ

21
21429

48
)36(

21
15

21
48

21
4

33

21
21429

21
)36(

21
15

21
48
21
48
21
4

442

332

2323

1

00
100

10
11

48
21

1

00
00
10

11

3
)1(

rr
rrr

rrr
  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

→+
−
−

−

−
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−
−
−
−

−

λ
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λ
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λ

λ
λ

λ

λ
λ

21
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48
)36(

21
15
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4

443

23

1

000
100

10
11

21
48 rrr  

  .فرم سطري پلكاني بدست مي آيدلذا 
  
  .بايد شرايط زير برقرار گرددبراي سازگار بودن اين سيستم ) ب

1036
271,

1801
1530,10289

2048
2
1021

23 −=→=−++−

≠→≠−

≠→≠−

λλλλ

λλ

λλ
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  
 ال ح.منحصربفرد دارد پاسخ ، سيستم در صورت سازگار بودن لذا،دست آمده استبا توجه به اينكه براي سيستم سه تا عنصر محوري ب )ج

  .بدست مي آوريمكه يكي از شرايط سازگاري سيستم است  λ=−1پاسخ سيستم را به ازاي

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=→−=+

=→=−−

→

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−

−

−

−

4
3

3

233
4

2

4
3

1321

4
3

3
4

12
1

0

2
1

000
100

10
111

x
xxx
xxxx

  

**********************************************  
  

  8حل تمرين شماره 
1

321 ,,)( ××
−−− +++= nnn bAAAAI bx  

  
  . در نظر بگيريدkتعداد محاسبات براي معكوس گيري ماتريس را در صورت كلي

  
321 عبارت را بصورتاگر  )الف −−− ++= AAABو BIC bx و =+ C=،در نظر بگيريم   

  
1−← Aيك معكوس گيري ←flopsk  
122 )( −− =← AA ضرب دو ماتريس nn×و يك معكوس گيري ←+− flops)12( 2 knn  
133 )( −− =← AA ضرب سه ماتريس nn×و يك معكوس گيري ←+− flops)12(2 2 knn  
321 −−− ++← AAA جمع سه ماتريس nn×←flops2 2n  
)( 321 −−− +++← AAAIجمع يك ماتريس nn×با يك ماتريس قطري nn×←flopsn  

b)( 321 −−− +++← AAAIضرب يك ماتريس nn×1 در يك بردار×n ←− flops)12( nn  
  

  كل محاسبات جبري
flops36][])12[(])12(2[]2[][])12[( 23222 knnkknnknnnnnn ++=++−++−+++−  

  
bxاگر عبارت را بصورت ) ب )))((( 111 −−− +++= AIAIAI،درنظر بگيريم    
  
1−← Aيك معكوس گيري ←flopsk  
1−+← AIجمع يك ماتريس nn×با يك ماتريس قطري nn×←flopsn  
)( 11 −− +← AIA ضرب دو ماتريس nn×←− flops)12( 2nn  
)( 11 −− ++← AIAIجمع يك ماتريس nn×با يك ماتريس قطري nn×←flopsn  

))(( 111 −−− ++← AIAIA ضرب دو ماتريس nn×←− flops)12( 2nn  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

))(( 111 −−− +++← AIAIAIجمع يك ماتريس nn×با يك ماتريس قطري nn×←flopsn  
b)))((( 111 −−− +++← AIAIAIضرب يك ماتريس nn×1 در يك بردار×n ←− flops)12( nn  
  

  كل محاسبات جبري
flops24][][])12[(][])12[(][])12[( 2322 knnknnnnnnnnn ++=++−++−++−  

  
bbbbxعبارت را بصورتاگر  )ج 321 −−− +++= AAAI،در نظر بگيريم   
  
bI←ضرب يك ماتريس قطري nn×1 در يك بردار×n ←flopsn  
1−← Aيك معكوس گيري ←flopsk  

b1−← Aضرب يك ماتريس nn×1 در يك بردار×n ←− flops)12( nn  
122 )( −− =← AA ضرب دو ماتريس nn×س گيري و يك معكو←+− flops)12( 2 knn  

b2−← Aضرب يك ماتريس nn×1 در يك بردار×n ←− flops)12( nn  
133 )( −− =← AA ضرب سه ماتريس nn×و يك معكوس گيري ←+− flops)12(2 2 knn  

b3−← Aضرب يك ماتريس nn×1 در يك بردار×n ←− flops)12( nn  
bbb 321 −−− ++← AAA جمع سه ماتريس nn×←flops2 2n  
)( 321 bbbb −−− +++← AAAIجمع يك ماتريس nn×با يك ماتريس قطري nn×←flopsn  
  

  كل محاسبات جبري

flops336
][])12[(])12[(])12[(])12(2[])12[(]2[][

23

222

knnn
knnknnnnknnnnnn

+−+=

+−++−+−++−+−++
  

  
. مي شود كمتر است ، بخصوص اينكه عمليات معكوس گيري نيز فقط يكبار انجام) ب(همانطور كه مشخص است تعداد محاسبات در روش 

 را بكار برد كه استفاده از ماتريس الحاقي به دليل جردن -گوس يا ماتريس الحاقييكي از روشهاي براي عمليات معكوس گيري مي توان 
  .حجم بالاي محاسبات توصيه نمي گردد

  
  

**********************************************  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  9حل تمرين شماره 
  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

aaa
aa

a
A 4

32
  

  حذفي گوسي را اجرا مي كنيم،الگوريتم 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−→+−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

→+−
→+−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

400
120
32

320
120
32

4
32

32
331

221

a
a

a
rrr

aa
a

a

rrr
rrr

aaa
aa

a
A  

  . باشدa≠4 و a≠2 و a≠0براي داشتن سه تا عنصر محوري بايد 
**********************************************  

  
  10حل تمرين شماره 

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

c
b
a

d
A

00
540
321

b  

cdxxxزوده به فرممعادله مربوط به سطر آخر ماتريس اف =++ 321   . است00
  
  براي ناسازگار بودن بايد شرط زير را داشته باشيم،.  سيستمي جواب ندارد كه ناسازگار باشد-

0,0 ≠= cd  
  
  باشيم،براي اين منظور بايد شرط زير را داشته .  سيستمي  بيشمار جواب دارد كه سازگار بوده و متغير آزاد داشته باشد-

0,0 == cd  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

   1 شماره حل تمرين
  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

30163
26184
541

A  

  را با اعمال الگوريتم حذفي گوسي مي توان بدست آورد3Eو1E،2Eماتريس هاي مقدماتي) الف
  

   از معادلات دوم و سوم،1x حذف مجهول-گام اول

⎥
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⎥

⎦

⎤

⎢
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⎡
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⎡
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010
001

1540
620
541

3

100
014
001

30163
620
541

4

2331

1221

Errr

Errr

  

   از معادله سوم،2xحذف مجهول -گام دوم

  
⎥
⎥
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2 3332 Errr  

   بصورت زير بدست مي آيد،Uبه اين ترتيب ماتريس بالا مثلثي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→=

300
620
541

123 UUAEEE  

LUAبراي بدست آوردن تجزيه    نيز بشكل زير قابل محاسبه است،Lماتريس پايين مثلثي.  عمل مي كنيم بصورت زير=
LUUEEEAUAEEE ==→= −−− 1

3
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2
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1123  

LEEE =
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1
1  

LUAلذا تجزيه    بشكل زير بدست مي آيد،=
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****************************************  

  

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  20/7/90                                          م سري سوهاي حل تمرين                                              صدقي زاده: مدرس   

 2

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

1bxحل دستگاه معادلات) ب =A 2 وbx =A  
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LUA  

   را بدست مي آوريم،x و سپس مجهولyابتدا مجهول
  :1bبراي بردار
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  :2bبراي بردار

10,39,112
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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 پيشرو را تكرار نماييم
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  3ه حل تمرين شمار
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  ،MATLAB  بررسي با نرم افزار -
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  ،MATLAB  بررسي با نرم افزار -
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  ،MATLAB  بررسي با نرم افزار -

1.1547   0        0         

0.8165-   1.2247    0         

0         0.7071-   1.4142    

= ans

chol(a)

2];  1-  1;0-  2  0;-1  1-  [2=A

  

  
**********************************************  

  4حل تمرين شماره 
  

 )الف
⎥
⎥
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⎢
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⎡
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  ابتدا علامت كهادهاي اصلي مقدم را براي مثبت معين بودن ماتريس بررسي نماييم، از معيار سيلوستر براي جواب استفاده مي كنيم و
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

)3(80)4)(8(12848
44

44
44

)2(4,4016
4

4
)1(0
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>→>+−=−−=
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>−<→>−=
−

−

>

kkkkk
k

k
k
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  . باشدk<8 بايدA نتيجه مي شود كه برا ي مثبت معين بودن ماتريس)3( و)2(،)1(از مقايسه محدوده هاي
  

*************************** 

 )ب
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
=

21
121
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k

k
A  

  ابتدا علامت كهادهاي اصلي مقدم را براي مثبت معين بودن ماتريس بررسي نماييم، معيار سيلوستر براي جواب استفاده مي كنيم واز 

210)1)(2(2422
21
121

12

03
21
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2 <<−→>+−−=++−=
−

−−
−

>=
−

−

>

kkkkk
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21 بايدAلذا نتيجه مي شود كه برا ي مثبت معين بودن ماتريس <<− kباشد .  
  

***************************  

 )ج
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

543
42
321

kA  

  ابتدا علامت كهادهاي اصلي مقدم را براي مثبت معين بودن ماتريس بررسي نماييم، از معيار سيلوستر براي جواب استفاده مي كنيم و

)2(30124
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)1(404
2
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>→>−=

>

kkk
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k

  

  . مثبت معين نخواهد بودA ماتريسkتيجه مي شود كه به ازاي هيچ مقداري ازن)2(و)1(از مقايسه محدوده هاي
*************************** 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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⎥
⎥
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⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

10
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01
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  ين بودن ماتريس بررسي نماييم،ابتدا علامت كهادهاي اصلي مقدم را براي مثبت مع از معيار سيلوستر براي جواب استفاده مي كنيم و
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  بايدAلذا نتيجه مي شود كه برا ي مثبت معين بودن ماتريس
2

1
2
1

<<
− kباشد .  

**********************************************  
  5حل تمرين شماره 
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  با توجه به روابط الگوريتم بلوكي بالا داريم،
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

LUAلذا تجزيه    بشكل زير بدست مي آيد،=
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⎢
⎢
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⎥
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LUA  

  
LDUAهحال تجزي يك ماتريس پايين مثلثي با عناصر قطري واحد است، L را مي توان بصورت زير بدست آورد، از آنجاييكه ماتريس=

  صر قطري واحد تبديل نماييم، را به يك ماتريس بالا مثلثي با عناU، ماتريس مربوطهصر قطريبا تقسيم هر سطر به عنكافي است كه 
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⎥
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 يك ماتريس بالا مثلثي با عناصر قطري واحد U يك ماتريس قطري وD يك ماتريس پايين مثلثي با عناصر قطري واحد،Lكه در آن

  .است
*************************  

)ب
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

311
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A  

LUA از روش حذفي گوسي براي تجزيهدر اينجا را با اعمال الگوريتم 3Eو1E،2E هاي مقدماتيابتدا ماتريس. اييم استفاده مي نم=
  .حذفي گوسي بدست مي آوريم

   از معادلات دوم و سوم،1x حذف مجهول-گام اول
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⎢
⎢
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⎢
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3
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2213
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Errr

Errr

  

   از معادله سوم،2xحذف مجهول -گام دوم
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⎥
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   بصورت زير بدست مي آيد،Uبه اين ترتيب ماتريس بالا مثلثي
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

LUAبراي بدست آوردن تجزيه    نيز بشكل زير قابل محاسبه است،Lماتريس پايين مثلثي.  بصورت زير عمل مي كنيم=
LUUEEEAUAEEE ==→= −−− 1
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LUAلذا تجزيه   د، بشكل زير بدست مي آي=
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LUA  

  
LDUAحال تجزيه يك ماتريس پايين مثلثي با عناصر قطري واحد است، L را مي توان بصورت زير بدست آورد، از آنجاييكه ماتريس=

   را به يك ماتريس بالا مثلثي با عناصر قطري واحد تبديل نماييم،Uكافي است كه با تقسيم هر سطر به عنصر قطري مربوطه، ماتريس
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ري واحد  يك ماتريس بالا مثلثي با عناصر قطU يك ماتريس قطري وD يك ماتريس پايين مثلثي با عناصر قطري واحد،Lكه در آن
  .است

*************************  
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LUAدر اينجا از روش حذفي گوسي براي تجزيه يتم را با اعمال الگور3Eو1E،2E هاي مقدماتيابتدا ماتريس. اييم استفاده مي نم=
  .حذفي گوسي بدست مي آوريم

  
  ، از معادله دوم1x جابجايي سطر اول با سوم و حذف مجهول-گام اول
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

   از معادله سوم،2xحذف مجهول -گام دوم
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   بصورت زير بدست مي آيد،Uبه اين ترتيب ماتريس بالا مثلثي
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LUAبراي بدست آوردن تجزيه    نيز بشكل زير قابل محاسبه است،Lماتريس پايين مثلثي.  بصورت زير عمل مي كنيم=
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PLUAلذا تجزيه    بشكل زير بدست مي آيد،=
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PLDUAحال تجزيه يك ماتريس پايين مثلثي با عناصر قطري واحد L را مي توان بصورت زير بدست آورد، از آنجاييكه ماتريس=

 را به يك ماتريس بالا مثلثي با عناصر قطري واحد تبديل Uسطر به عنصر قطري مربوطه، ماتريساست، كافي است كه با تقسيم هر 
  نماييم،
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 يك ماتريس بالا مثلثي با U يك ماتريس قطري وD يك ماتريس پايين مثلثي با عناصر قطري واحد،Lماتريس جايگشت،Pكه در آن

  .عناصر قطري واحد است
**********************************************  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

)ب
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

896
032
550

A  

LUAابتدا ماتريس    را بصورت زير مي نويسيم،=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

33

2322

131211

3231

21

00
0

1
01
001

896
032
550

u
uu
uuu

ll
lA  

011از آنجاييكه =a1 مي باشد، از ابتدا يك ماتريس جايگشتP،را در نظر مي گيريم   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→=

896
032
550

001
010
100

550
032
896

~
1APA  

   بدست مي آوريم،~A را براي ماتريسLUحال تجزيه 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

33

2322

131211

3231

21
2221

1211

00
0

1
01
001

550
032
896

~~
~~~

u
uu
uuu

ll
l

AA
AaA  

[ ]

0,
3
1

0
2

6
1~

~
1

8,989~
6~

31212121
11

21

1312121212

111111

==→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=→=

==→=→=

=→=

llLA
a

L

uuUAU

uau

  

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
→⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

=−
−

3323322232

23223
8

33

2322

32

3
1

2222122122

55
0

01
01

89
055

03

~

uulul
uu

u
uu

l

ULULA
  

  صفر است، لذا نياز به يك جايگشت ديگر داريم،) 1،1(عنصر 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−

−−

3
8

3
8

3
8

2 0
55

55
0

01
10

55
0~~ PA  

Aراي ماتريس را بLUحال تجزيه 
  ادامه مي دهيم،~~

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
→=

−
33

2322

325
82222 01

01
0

55~~
u
uu

l
ULA  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−
=→

−
=+

=
=→=

=

→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

=

−

3
8

3
8

5
00

5

0
55~~

33333232

23

32

5

2232

22

3323322232

2322

5
822

22

uuul

u
lul

u

uulul
uu

LA

u

  co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  20/7/90                                          م سري سوهاي حل تمرين                                              صدقي زاده: مدرس   

 18

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
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  . مي باشد كه بايد انجام گيرد×33 يك ماتريسLUتساوي اخير خود تجزيه 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  MATLABدر نرم افزار  lu(A)=[L,U,P] با استفاده از دستور LU تجزيه -

0     0     0     1     

0     0     1     0     

0     1     0     0     

1     0     0     0     

=P

0.3750-   0         0         0         

3.4000-   1.6000    0         0         

9.7500    1.5000-   2.5000    0         

25.0000-  2.0000-   14.0000-  12.0000   

=U 

1.0000    0.8750-   0.6000-   0.2500-   

0         1.0000    0.4000    0.5000    

0         0         1.0000    0.2500-   

0         0         0         1.0000    

=L

lu(A)=P]U,[L,

25];- 2- 14- 16;12 1- 6 12;-3- 0 6- 3;6 0 2 [-3A =
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  8 حل تمرين شماره
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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حال تجزيه چالسكي . نمود مثبت معين است، لذا مي توان از روش تجزيه چالسكي دستگاه را حل Aبا توجه به معيار سيلوستر ماتريس
   را بدست مي آوريم،Aماتريس
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aبنابراين تجزيه چالسكي ماتريس
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   مي كنيم،دستگاه معادلات حاصل را بصورت زير حل
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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   مي نماييم، را بررسيAپس ابتدا مثبت معين بودن ماتريس. براي استفاده از تجزيه چالسكي بايد ماتريس مثبت معين باشد
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حال تجزيه چالسكي .  مثبت معين است، لذا مي توان از روش تجزيه چالسكي دستگاه را حل نمودAبا توجه به معيار سيلوستر ماتريس

   را بدست مي آوريم،Aماتريس
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aبنابراين تجزيه چالسكي ماتريس
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  دستگاه معادلات حاصل را بصورت زير حل مي كنيم،
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  1 شماره حل تمرين
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  شرط استقلال خطي را بررسي مي نماييم،
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  دستگاه معادلات حاصل بصورت زير بدست مي آيد، كه براي مستقل خطي بودن دترمينان ماتريس ضرايب بايد مخالف صفر باشد،
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  . باشدλ≠2 وλ≠−1طي بودن بايدلذا براي مستقل خ
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  شرط استقلال خطي را بررسي مي نماييم،
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  دستگاه معادلات حاصل بصورت زير بدست مي آيد، 
  

λ
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براي مستقل خطي بودن بايد
2
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≠λباشد .  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  2حل تمرين شماره 
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  شرط اسپن كردن را بررسي مي نماييم،
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 براي اينكه اين دستگاه همواره جواب داشته باشد بايد دترمينان ماتريس ضرايب آن دستگاه معادلات حاصل بصورت زير بدست مي آيد،
  مخالف صفر گردد،
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3لذا هر بردار كلي بصورت 
321 ],,[ ℜ∈rrrانتخاب كنيم مي توان بصورت تركيب خطي از بردارهاي wvu   نوشت، لذا اين سه بردار,,

  . را اسپن مي كنند3ℜفضاي 
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  شرط اسپن كردن را بررسي مي نماييم،
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   را بررسي مي كنيم،دترمينان ماتريس ضرايب) الف(دستگاه معادلات حاصل بصورت زير بدست مي آيد، همانند بخش 
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3نمي توان تمامي بردارهاي
321 ],,[ ℜ∈rrrرا بصورت تركيب خطي از بردارهاي wvu  را اسپن 3ℜ نوشت، لذا اين سه بردار فضاي ,,

  .نمي كنند
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  شرط اسپن كردن را بررسي مي نماييم،
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   و فرم سطري پلكاني كاهش يافته آن بصورت زير بدست مي آيد،دستگاه معادلات حاصل
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421 متغير آزاد و3cبا توجه به محل عناصر محوري ,, cccلذا دستگاه معادلات بيشمار جواب دارد و هر بردار .  متغيرهاي وابسته هستند
3كلي بصورت 

321 ],,[ ℜ∈rrrانتخاب كنيم مي توان بصورت تركيب خطي از بردارهاي zw,vu  نوشت، لذا اين چهار بردار فضاي ,,
3ℜرا اسپن مي كنند .  
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  شرط اسپن كردن را بررسي مي نماييم،
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  دستگاه معادلات حاصل و فرم سطري پلكاني كاهش يافته آن بصورت زير بدست مي آيد،
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023 كه سازگار استاهش يافته دستگاه معادلات حاصل زماني پلكاني كآخر ماتريس سطري سطر با توجه به  321 ≠++− rrr باشد لذا 
3نمي توان تمامي بردارهاي

321 ],,[ ℜ∈rrrرا بصورت تركيب خطي از بردارهاي vu,3اين دو بردار فضاي.  نوشتℜرا اسپن نمي كنند .  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  3حل تمرين شماره 
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  ابتدا شرط استقلال خطي را بررسي مي نماييم، -
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321لذا بردارهاي  ,, vvv3 مستقل خطي نيستند و نمي توانند براي فضاي برداريℜ،تشكيل پايه دهند   
*************************************  
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  ابتدا شرط استقلال خطي را بررسي مي نماييم، -
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321بنابراين چندجمله اي هاي  ,, pppمستقل خطي هستند  .  
  

   را بررسي مي كنيم،2Pحال شرط اسپن كردن فضاي برداري -
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32ورتلذا هر چندجمله اي مرتبه دوم بص
2

1 rxrxr 321 را مي توان بصورت تركيب خطي از چندجمله اي هاي++ ,, ppp نوشت، پس 
321چندجمله اي هاي ,, ppp2 براي فضاي برداريPتشكيل پايه مي دهند.  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  ابتدا شرط استقلال خطي را بررسي مي نماييم، -
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54321بنابراين چندجمله اي هاي  ,,,, pppppمستقل خطي هستند  .  
  

   را بررسي مي كنيم،4Pحال شرط اسپن كردن فضاي برداري -
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rxrxrxrx بصورتلذا هر چندجمله اي مرتبه چهارم ++++ 4
2

3
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1rرا مي توان بصورت تركيب خطي از چندجمله اي هاي  
54321 ,,,, ppppp54321 نوشت، پس چندجمله اي هاي ,,,, ppppp4راي فضاي برداري بPتشكيل پايه مي دهند.  
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  ابتدا شرط استقلال خطي را بررسي مي نماييم، -
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  . لذا عناصر اين مجموعه مستقل خطي هستند
   را بررسي مي كنيم،Μ×22حال شرط اسپن كردن فضاي برداري -
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، بنابراين اين مجموعه ماتريس ها براي فضاي  را مي توان بصورت تركيب خطي از اين چهار ماتريس نمايش داد×22لذا هر ماتريس

  .تشكيل پايه مي دهندΜ×22برداري 
  

**********************************************  
  4حل تمرين شماره 
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  زير عمل مي كنيم، بصورت A براي بررسي استقلال خطي ستون هاي ماتريس)الف
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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⎥
⎥
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⎤
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⎢
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⎣
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⎥
⎥
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⎢
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⎢
⎢
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
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c
c
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   فرم سطري پلكاني كاهش يافته را بدست مي آوريم،rrefبا دستور 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−−

00000
3333.06667.0100
1667.13333.005.11

  

 متغيرهاي آزاد هستند لذا سيستم بيشمار جواب دارد و 5c و2c ،4cبا توجه به ماتريس بدست آمده سيستم سازگار است و متغيرهاي
  . استقلال خطي ندارندAستون هاي ماتريس

*******************************************  
  

) ب
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⎥
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⎢
⎢
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⎥
⎥
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bxحال سازگار بودن دستگاه معادلات =A براي اين كار از دستور . را براي بردارهاي داده شده بررسي مي كنيمrref،استفاده مي نماييم   
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⎥
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⎢
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⎡
−
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0
3333.0
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3333.06667.0100
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  .سيستم سازگار است
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  . سيستم ناسازگار است
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⎥
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⎢
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  .سيستم سازگار است
**********************************************  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  5حل تمرين شماره 
  .ستون هاي يك ماتريس يك زيرفضاي برداري است كه توسط ستون هاي آن ماتريس اسپن مي شودفضاي 

)الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

00
00
21

A  

  . استA ممكن ستون هاي ماتريس بوده و شامل تمامي تركيب خطي هاي3ℜزير فضايي از Aفضاي ستون هاي ماتريس
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⎨
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⎥
⎥
⎥
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⎢
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⎡
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⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=ℜ∈=

0
0
2

0
0
1

|)( 21
3 ccAC bb  

   را بصورت زير خلاصه كرد،A لذا مي توان نمايش فضاي ستون هاي ماتريس، وابسته خطي هستندAستون هاي ماتريساز آنجاييكه 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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0
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sp)(AC               يا         
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
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⎪
⎨
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=ℜ∈=

0
0
1

|)( 3 αbbAC  

 كه شامل بردار3ℜدر خطي است AC)(به لحاظ هندسي
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0
0
α

  .ها خواهد بودxهمان محور است، كه 

********************************  
  

 )ب
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

00
20
01

A  

از آنجاييكه  . استA بوده و شامل تمامي تركيب خطي هاي ممكن ستون هاي ماتريس3ℜ زير فضايي ازAفضاي ستون هاي ماتريس
  . را مي توان به شكل زير نمايش دادAC)( مستقل خطي هستند، Aستون هاي ماتريس
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⎨
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⎥
⎥
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⎢
⎢
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sp)(AC           يا             
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⎭
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⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
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⎢
⎢
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⎢
⎢
⎢
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⎡
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0
2
0

0
0
1

|)( 21
3 ccAC bb  

 است كه شامل دو بردار3ℜدر  صفحه ايAC)(به لحاظ هندسي
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0
2
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,
0
0
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 xyست، كه همان صفحه او تمامي تركيب خطي آن دو 

  .خواهد بود
********************************  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

 )ج
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

00
02
01

A  

  .  استA بوده و شامل تمامي تركيب خطي هاي ممكن ستون هاي ماتريس3ℜ زير فضايي ازAفضاي ستون هاي ماتريس

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨
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⎥
⎥
⎥
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⎢
⎢
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⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=ℜ∈=

0
0
0

0
2
1

|)( 21
3 ccAC bb  

   را بصورت زير خلاصه كرد،A وابسته خطي هستند، لذا مي توان نمايش فضاي ستون هاي ماتريسAستون هاي ماتريساز آنجاييكه 
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⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
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⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
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⎢
⎢
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sp)(AC           يا             
⎪
⎭

⎪
⎬
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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0
2
1

|)( 3 αbbAC  

 است كه شامل بردار3ℜ در خطيAC)(به لحاظ هندسي
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0
2α
α

  . است

  
********************************  
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⎥
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⎣

⎡
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42
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A  

از آنجاييكه .  استA بوده و شامل تمامي تركيب خطي هاي ممكن ستون هاي ماتريس4ℜ زير فضايي ازAفضاي ستون هاي ماتريس
  . را مي توان به شكل زير نمايش دادAC)( مستقل خطي هستند، Aستون هاي ماتريس
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⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
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⎢
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
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sp)(ACيا                        
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⎭
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⎪
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⎪
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⎨
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⎥
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⎢
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********************************  

)ه
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

32
34
01

A  

از آنجاييكه .  استA بوده و شامل تمامي تركيب خطي هاي ممكن ستون هاي ماتريس3ℜ زير فضايي ازAفضاي ستون هاي ماتريس
  . را مي توان به شكل زير نمايش دادAC)( مستقل خطي هستند، Aستون هاي ماتريس
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  است كه شامل دو بردار3ℜدر  صفحه ايAC)(به لحاظ هندسي
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡

3
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  .استو تمامي تركيب خطي هاي آن دو  

  
********************************  

⎥ )و
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

42
21

A  

  .  استAخطي هاي ممكن ستون هاي ماتريس بوده و شامل تمامي تركيب 2ℜ زير فضايي ازAفضاي ستون هاي ماتريس

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦
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⎡
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4
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2 ccAC bb  

   را بصورت زير خلاصه كرد،A وابسته خطي هستند، لذا مي توان نمايش فضاي ستون هاي ماتريسAستون هاي ماتريساز آنجاييكه 

⎭
⎬
⎫
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⎥
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sp)(AC           يا             
⎭
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⎢
⎣

⎡
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2
1

|)( 2 αbbAC  

⎥ است كه شامل بردار2ℜدر  خطيAC)(به لحاظ هندسي
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
α
α
2

  . است

  
********************************  

⎥) ز
⎦
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⎢
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  .  استA بوده و شامل تمامي تركيب خطي هاي ممكن ستون هاي ماتريس2ℜ زير فضايي ازAفضاي ستون هاي ماتريس
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|)( 321
2 cccAC bb  

   را بصورت زير خلاصه كرد،A هاي ماتريسمي توان نمايش فضاي ستون وابسته خطي هستند، A ماتريستون اول و دومساز آنجاييكه 
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⎥ توسط دو بردار است كه 2ℜدر  صفحه ايAC)(به لحاظ هندسي
⎦

⎤
⎢
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⎡
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⎢
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⎡
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  . خواهد بود2ℜشود كه در واقع تمامي فضاياسپن مي  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

⎥) ح
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=
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A  

  .  استA بوده و شامل تمامي تركيب خطي هاي ممكن ستون هاي ماتريس2ℜ زير فضايي ازAفضاي ستون هاي ماتريس
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sp)(AC           يا             
⎭
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⎣

⎡
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1
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2 ccAC bb  

⎥  است كه توسط دو بردار2ℜدر  صفحه ايAC)(به لحاظ هندسي
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
0

,
0
1

  . خواهد بود2ℜاسپن مي شود كه در واقع تمامي فضاي 

  
**********************************************  

  6حل تمرين شماره 
0x است كه براي آنهاx فضاي پوچي يك ماتريس يك زيرفضاي برداري است و شامل تمامي بردارهاي =Aگردد .  

{ }0xx =ℜ∈=× AAN n
nm |)(    

  
])لفا ]321=A  

0xحال بايد مجموعه بردارهايي را بيابيم كه شرط =Aرا برآورده سازد .  
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   است كه شرط زير را داشته باشد،3ℜ ازفضا يك زيرAلذا فضاي پوچي ماتريس
{ }032|)( 321

3 =++ℜ∈= xxxAN x  

هاي بردار، ممكن براي اين مجموعهيخطل قستم يكي از جواب هاي.  متغيرهاي آزاد هستند3x و2xدر اين معادله
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  . را بصورت زير نيز نمايش دادAفضاي پوچي ماتريسلذا مي توان 
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0xحال بايد مجموعه بردارهايي را بيابيم كه شرط =Aرا برآورده سازد .  co
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  ،براي بدست آوردن مجموعه جواب اين معادلات بصورت زير عمل مي كنيم
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يكي از جواب هاي ممكن براي اين دستگاه معادلات بردار.  متغير آزاد است2xبا توجه به فرم سطري پلكاني كاهش يافته
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   است كه شرط زير را داشته باشد،3ℜ يك زيرفضا ازAلذا فضاي پوچي ماتريس
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0xحال بايد مجموعه بردارهايي را بيابيم كه شرط =Aرا برآورده سازد .  
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  براي بدست آوردن مجموعه جواب اين معادلات بصورت زير عمل مي كنيم،
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راي جواب  مستقل خطي ببرداردو براي اين دستگاه معادلات . هاي آزاد هستند  متغير4x و3xبا توجه به فرم سطري پلكاني كاهش يافته

وجود دارد بطور مثال بردارهاي 
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   است كه شرط زير را داشته باشد،4ℜ يك زيرفضا ازAلذا فضاي پوچي ماتريس.  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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0xحال بايد مجموعه بردارهايي را بيابيم كه شرط =Aرا برآورده سازد .  
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  براي بدست آوردن مجموعه جواب اين معادلات بصورت زير عمل مي كنيم،
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⎥ تنها جواب اين دستگاه معادلات برداربا توجه به فرم سطري پلكاني كاهش يافته
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0xحال بايد مجموعه بردارهايي را بيابيم كه شرط =Aرا برآورده سازد .  
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  براي بدست آوردن مجموعه جواب اين معادلات بصورت زير عمل مي كنيم،
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براي اين دستگاه معادلات دو بردار مستقل خطي براي جواب . ندهاي آزاد هست  متغير4x و2xبا توجه به فرم سطري پلكاني كاهش يافته

وجود دارد بطور مثال بردارهاي 
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co   است كه شرط زير را داشته باشد،4ℜ يك زيرفضا ازAلذا فضاي پوچي ماتريس . 

nt
ro

len
gin

ee
rs

.ir



  خداوند بخشنده و مهربانبنام 
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  27/7/90                                        سري چهارم حل تمرين هاي                                             صدقي زاده: مدرس   

 14

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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0xحال بايد مجموعه بردارهايي را بيابيم كه شرط =Aرا برآورده سازد .  
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   اين معادلات بصورت زير عمل مي كنيم،براي بدست آوردن مجموعه جواب
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⎥با توجه به فرم سطري پلكاني كاهش يافته تنها جواب اين دستگاه معادلات بردار
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0xحال بايد مجموعه بردارهايي را بيابيم كه شرط =Aرا برآورده سازد .  
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  براي بدست آوردن مجموعه جواب اين معادلات بصورت زير عمل مي كنيم،
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⎥ يكي از جواب هاي ممكن براي اين دستگاه معادلات بردار. متغير آزاد است2xبا توجه به فرم سطري پلكاني كاهش يافته
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   است كه شرط زير را داشته باشد،2ℜ يك زيرفضا ازAلذا فضاي پوچي ماتريس
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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A  

0xحال بايد مجموعه بردارهايي را بيابيم كه شرط =Aرا برآورده سازد .  
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  م،براي بدست آوردن مجموعه جواب اين معادلات بصورت زير عمل مي كني
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براي اين دستگاه معادلات دو بردار مستقل خطي براي جواب .   متغيرهاي آزاد هستند4x و2xبا توجه به فرم سطري پلكاني كاهش يافته

وجود دارد بطور مثال بردارهاي 
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   است كه شرط زير را داشته باشد،4ℜ يك زيرفضا ازAلذا فضاي پوچي ماتريس . 
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  7حل تمرين شماره 

⎥فرم به مثلثي بالا ×22هاي ماتريس تمامي) الف
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
d
ba

0
22)(برداري فضاي براي(   ℜΜ ×(  
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  .لذا شرايط زيرفضا بودن را برآورده مي كند
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

} مجموعه) ب }0=+−ℜ∈= zyxzyxS 2|],,[   )3ℜبرداري فضاي براي( 3
  براي زير فضا بودن باشد شرايط زير را داشته باشد،
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  .لذا شرايط زيرفضا بودن را برآورده مي كند
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  براي زير فضا بودن باشد شرايط زير را داشته باشد،
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  .لذا شرايط زيرفضا بودن را برآورده مي كند
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  8حل تمرين شماره 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1358763
945542
413221

A  

  . را بدست آوريدA فضاي ستون هاي ماتريس)الف
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براي بدست آوردن ستون هاي مستقل خطي ابتدا فرم سطري .  مستقل خطي نيستندAمشخص است كه تمامي ستون هاي ماتريس
   بدست مي آوريم، راAپلكاني كاهش يافته ماتريس
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 Aبا توجه به محل عناصر محوري ستون هاي اول و سوم مستقل خطي هستند و بقيه وابسته خطي لذا نمايش فضاي ستون هاي ماتريس
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213شرط سازگار بودن سيستم آن است كه bbb   . باشد=+
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  1 شماره حل تمرين
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 را به فرم سطري پلكاني كاهش Aابتدا ماتريس. براي بدست آوردن رتبه و فضاي گستره بايد ستون هاي مستقل خطي ماتريس را بيابيم
  يافته تبديل مي كنيم،
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 فضايي است كه توسط اين دو Aري ستون هاي اول و سوم مستقل خطي هستند و فضاي گستره ماتريسبا توجه به محل عناصر محو
  . كه همان بعد فضاي گستره مي باشد دو استAچون دو بردار مستقل خطي دارد، لذا رتبه ماتريس. ستون اسپن مي شود
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rank)(2 را بدست آوريم، از آنجاييكهAحال بايد پوچي و فضاي پوچي ماتريس =Aاست، لذا پوچي ماتريس A،برابر با دو مي باشد   
224)(rank)()(nullity =−=−== AnAA ν  

   بايد دو بردار پايه بدست مي آوريم،Aو براي نمايش فضاي پوچي ماتريس دو است Aبنابراين بعد فضاي پوچي ماتريس
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  ستون هاي دوم و چهارم وابسته خطي هستند و مي توان آنها را بصورت يك تركيب خطي از دو بردار ستوني مستقل خطي ديگر نوشت، 
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  با اين كار معادلات به شكل زير در مي آيند،
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31بردارهاي u,u،مستقل خطي هستند، بنابراين   
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با حل اين دستگاه معادلات بردارهاي  . سطري پلكاني كاهش يافته به راحتي بدست آوردمعادلات اخير را مي توان از روي فرمهمچنين 
   بدست مي آيد،AN)(پايه
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 را به فرم سطري پلكاني كاهش Aابتدا ماتريس. براي بدست آوردن رتبه و فضاي گستره بايد ستون هاي مستقل خطي ماتريس را بيابيم
  يافته تبديل مي كنيم،
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 فضايي است كه توسط AR)( دو است وAبا توجه به محل عناصر محوري ستون هاي اول و دوم مستقل خطي هستند، لذا رتبه ماتريس
  اين بردارهاي ستوني اسپن مي شود،
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   فقط يك بردار پايه دارد كه بصورت زير بدست مي آيد،Aبنابراين فضاي پوچي ماتريس
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  به فرم سطري پلكاني كاهش يافته تبديل مي كنيم، را Aبراي بدست آوردن رتبه و فضاي گستره ماتريس
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 برابر دو است و اين دو ستون مستقل Aلذا رتبه ماتريس. با توجه به محل عناصر محوري ستون هاي اول و سوم مستقل خطي هستند
   هستند،Aخطي پايه هاي فضاي گستره ماتريس
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   را بدست مي آوريم، Aحال پوچي و فضاي پوچي ماتريس
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 دو بردار پايه دارد كه بصورت زير Aلذا فضاي پوچي ماتريس.  است برابر دو استAبنابراين پوچي كه همان بعد فضاي پوچي ماتريس
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  ستون هاي دوم و چهارم وابسته خطي هستند و مي توان آنها را بصورت يك تركيب خطي از دو بردار ستوني مستقل خطي ديگر نوشت، 

33
1

14312 )()1(,)0()3( uuuuuu +=+=  
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   بدست مي آيد،AN)(با حل اين دستگاه معادلات بردارهاي پايه
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   را بدست مي آوريم،Aابتدا فرم سطري پلكاني كاهش يافته ماتريس
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

) ه
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−

=

10813
3301

5712
5121

A  

   را بدست مي آوريم،Aابتدا فرم سطري پلكاني كاهش يافته ماتريس

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

0000
0000
1110
3301

  

تريس دو است و اين ستون هاي مستقل خطي پايه لذا رتبه ما. با توجه به محل عناصر محوري سون هاي اول و دوم مستقل خطي هستند
   هستند،Aهاي فضاي گستره ماتريس

2)(rank,

1
0
1

2

,

3
1

2
1

)( =

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
= AspAR  

   را بدست مي آوريم، Aحال پوچي و فضاي پوچي ماتريس
224)(rank)()(nullity =−=−== AnAA ν  

 دو بردار پايه دارد كه بصورت زير Aلذا فضاي پوچي ماتريس.  است برابر دو استAبنابراين پوچي كه همان بعد فضاي پوچي ماتريس
  بدست مي آيد،

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=→=

0
0
0
0

0
0
1
3

0
0
1

3

0
0
1
0

0
0
0
1

0 4321 xxxxAA xx  

0uuuux =+++= 44332211 xxxxA  
   بردار ستوني مستقل خطي ديگر نوشت، ستون هاي سوم و چهارم وابسته خطي است و مي توان آنها را بصورت يك تركيب خطي از دو

214213 )1()3()1()3( uuu,uuu +=−+=  
  با اين كار معادلات به شكل زير در مي آيند،

0uux =+−+++= 24321431 )()33( xxxxxxA  
21بردارهاي u,uپايههاي مستقل خطي هستند، بنابراين با حل اين دستگاه معادلات، بردار )(ANد، بدست مي آي  

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

− 1
1
2
0

,
0

1

)(

3
1

3
1

spAN→
⎩
⎨
⎧

=+−
=++
0

033

432

431

xxx
xxx  

****************************************  

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  4/8/90                                           م سري پنج حل تمرين هاي                                             صدقي زاده: مدرس   

 6

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  3حل تمرين شماره 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  4حل تمرين شماره 
)()(كنيد ثابت )الف TANAR )()( يا ⊥ TANAR =⊥  

nmAماتريس    را با بردارهاي ستوني در نظر بگيريد،×
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⎢
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اتريس  هستند و ستون هاي مA همان ستون هاي ماتريسTA عمود است و سطرهاي ماتريسTA بر سطرهاي ماتريسqبنابراين بردار
Aمتعلق به )(ARلذا بردارهاي.  هستند)( TAN∈qعمودند بر بردارهاي )(AR∈y . بنابراين)()( TANAR پس .  است⊥
)( TANهمان مكمل متعامد )(ARيعني است )()( TANAR   . است⊥=

***********************************  
)()(كنيد ثابت )ب ANAR T )()( يا ⊥ ANAR T =⊥  

nmAماتريس    را با بردارهاي سطري در نظر بگيريد،×
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 هستند و ستون هاي ماتريس TA همان ستون هاي ماتريسA عمود است و سطرهاي ماتريسA بر سطرهاي ماتريسzبنابراين بردار
TAمتعلق به )( TARلذا بردارهاي.  هستند)(AN∈zعمودند بر بردارهاي )( TAR∈w . بنابراين)()( ANAR T پس .  است⊥
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  6حل تمرين شماره 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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**********************************************  

  
  7حل تمرين شماره 
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كه مستلزم   يك دستگاه معادلات سه معادله سه مجهول را حل نمايم,zx,w,uاين مسئله مستلزم آن است كه براي هر يك از بردارهاي
321بين پايه هاي استاندارد  ضرايب براي سولت كار از ماتريس تبديلليكن مي توان .بكارگيري محاسبات زيادي است ,, eeeو  

321 ,, vvvرا بدست مي آوريم ضرايباتريس تبديلملذا ابتدا  . استفاده نمود .  
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  
321براي اين منظور اين بار بردارهاي ,, eee321 را بصورت تركيب خطي از بردارهاي ,, vvvو دستگاه حاصل را با الگوريتم  مي نويسيم 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  1 شماره حل تمرين

) الف
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bA  

rank)(2 از آنجاييكه - =A 3 و)|(rank =bAاست، لذا سيستم ناسازگار است .  
   دو روش را مي توان بكار برد،AR)( بر رويb يعني تصوير متعامد بردارb̂ براي بدست آوردن بردار-
   بصورت زير بدست مي آيد،b̂ با استفاده از معادلات نرمال بردار-1
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 را محاسبه كرد، ابتدا پايه AR)( بر رويbبردارمتعامد  و روش گرام اشميت هم مي توان تصوير  سازيمتعامدهمچنين با استفاده از  -2
   را بدست مي آوريم،AR)(هاي يكامتعامد
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21 vv  →اشميت-  پايه هاي يكامتعامد با روش گرام                 
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,21 پايه هاي را بر رويbحال تصوير بردار vv،بدست مي آوريم   
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   بيابيم، براي اين كار از معادلات نرمال استفاده مي نماييم،b̂ و تصوير متعامد آن يعني بردارb حال مي خواهيم ارتباطي بين بردار-
  

TTTT AAAAPPAAAA 11 )(ˆ)(ˆ −− =→=→= bbbb  
  

 را mb×1با استفاده از اين ماتريس مي توان تصوير متعامد هر بردار.  گويندAR (projection matrix))(ماتريس تصوير ،Pبه ماتريس
)(بر روي  nmAR    بصورت زير بدست مي آيد،Pدر اين تمرين ماتريس.  بدست آورد×
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aمعكوس چپ ماتريس -

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=→= −

010
011

)( 1 LTTL AAAAA  

********************************************  

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  11/8/90                                          سري ششم حل تمرين هاي                            صدقي زاده                 :  مدرس

 ٢

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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bA  

rank)(2 از آنجاييكه - =A 2 و)|(rank =bAاست، لذا سيستم سازگار است .  
   خواهد بود،bخود بردار AR)(بر روي bاست و تصوير AR∈b)(تصويرچون سيستم سازگار است، پس  -
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⎥
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⎦

⎤

⎢
⎢
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⎡
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6
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aپ ماتريس معكوس چ-

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=→= −
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*****************************************  

  

) ج
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

7
2
3

,
11
10
11

bA  

rank)(2 از آنجاييكه - =A 3 و)|(rank =bAاست، لذا سيستم ناسازگار است .  
  
  دو روش را مي توان بكار برد، AR)( بر رويb بردار متعامدتصوير يعني b̂آوردن برداربراي بدست  -
   بصورت زير بدست مي آيد،b̂ بردار نرمال با استفاده از معادلات-1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→== −

6
4
2

ˆ)(ˆˆ 1 bbxb TT AAAAA  

را محاسبه كرد، ابتدا پايه AR)( بر رويbبردارمتعامد  با استفاده از متعامد سازي و روش گرام اشميت هم مي توان تصوير همچنين -2
   را بدست مي آوريم،AR)(هاي يكامتعامد
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,21 را بر روي پايه هايbحال تصوير بردار vv،بدست مي آوريم   
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  11/8/90                                          سري ششم حل تمرين هاي                            صدقي زاده                 :  مدرس

 ٣

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

معادلات نرمال استفاده مي نماييم و  براي اين كار از بيابيم، b̂بردار آن يعني  و تصوير متعامدbحال مي خواهيم ارتباطي بين بردار -
   بصورت زير بدست مي آيد،Pدر اين تمرين ماتريس.  را بدست مي آوريمAR)(تمرين ماتريس تصوير) الف(همانند قسمت 
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   بصورت زير بدست مي آيد،A معكوس چپ ماتريس-
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)( 1 LTTL AAAAA  

  
************************************************  

  2حل تمرين شماره 
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  ابتدا سازگار يا ناسازگار بودن را بررسي مي كنيم،
==→سيستم ناسازگار است 3)|(rank,2)(rank bAA  

  حال جواب حداقل مربعات را بدست مي آوريم،
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   نيز همين جواب بدست مي آيد،pinvبا استفاده از دستور 

0.0366-

0.6585

x

b*pinv(A)x

[1;2;1;5];b

4];  2;8-  2;1  2;3  [1A
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=
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  11/8/90                                          سري ششم حل تمرين هاي                            صدقي زاده                 :  مدرس

 ٤

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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bA  

  تدا سازگار يا ناسازگار بودن را بررسي مي كنيم،اب
==→سيستم ناسازگار است 4)|(rank,3)(rank bAA  

  
  حال جواب حداقل مربعات را بدست مي آوريم،
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   نيز همين جواب بدست مي آيد،pinvبا استفاده از دستور 

1.1591

1.9318-

0.5455-

x

b*pinv(A)x

[3;7;6;1];b

2];- 2- 2;1 2- 10;1 2 4;2 0 [1A

=

=

=
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*******************************************8  
  

  3حل تمرين شماره 
  

5  4  3  2  1  0  1−  2−  3−  4−  5− x 

4  8  10  13  14  14  13  12  9  7  2  y  
  

nmxyابتدا معادله خطي به فرم) الف   ، بهترين تخمين براي برازش اين يازده نقطه باشد را پيدا مي كنيم كه=+
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  11/8/90                                          سري ششم حل تمرين هاي                            صدقي زاده                 :  مدرس

 ٥

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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==→سيستم ناسازگار است 3)|(rank,2)(rank bAA  

nmxyبا استفاده از روش حداقل مربعات مي توان معادله خط    . را بدست آورد=+
  

         6364.9ˆ,1818.0ˆ
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ˆ
ˆ

110
0110

ˆ ==→⎥
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6364.91818.0 نقطه مي گذرد بصورت ين تقريب براي خطي كه از اين يازدهبنابراين بهتر += xy است.  
*************************************  

  
01حال معادله منحني دوم به فرم) ب

2
2 ααα ++= xxy نقطه را برازش كنداين يازده را پيدا مي كنيم كه ،  
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==→سيستم ناسازگار است 4)|(rank,3)(rank bAA  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  11/8/90                                          سري ششم حل تمرين هاي                            صدقي زاده                 :  مدرس

 ٦

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

01با استفاده از روش حداقل مربعات مي توان معادله منحني مرتبه دوم 
2

2 ααα ++= xxyرا بدست آورد .  
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9720.131818.04336.0 منحني مرتبه دوم بصورت بنابراين بهترين تقريب براي 2 ++−= xxyمي باشد .  

  
*************************************  

  بردار خطا و نُرم خطا بصورت زير بدست مي آيند،) ج
6364.91818.0 خطا براي تقريب-1 += xy  
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 ٧

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

4336.01818.09720.13 خطا براي تقريب-2 2 −+= xxy  
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  . نقطه استدوم تقريب بهتري براي برازش اين يازدهبا توجه به اينكه نُرم خطا در اين حالت كمتر است لذا منحني مرتبه 
  نمودارهاي دو منحني در شكل زير آورده شده است،) د
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  11/8/90                                          سري ششم حل تمرين هاي                            صدقي زاده                 :  مدرس

 ٨

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  4حل تمرين شماره 
2/1  4  3  2  1  0  t 

7  4  1  0  1  0  f(t)  
  

tdctbtaetfمي خواهيم يك منحني به فرم )الف t sin)( 2    براي برازش اين شش نقطه پيدا كنيم،=+++
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==→سيستم ناسازگار است 5)|(rank,4)(rank bAA  
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   زير مي باشد، بصورتداده شده tf)(بنابراين بهترين تقريب براي منحني
  

tttetf t sin7684.427255.219923.557431.1)( 2 −−+=  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  11/8/90                                          سري ششم حل تمرين هاي                            صدقي زاده                 :  مدرس

 ٩

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  نُرم خطا بصورت زير بدست مي آيند،) ب
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************************************  
  نمودار نقاط و منحني برازش در شكل زير آورده شده است،) د
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  11/8/90                                          سري ششم حل تمرين هاي                            صدقي زاده                 :  مدرس

 ١٠

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  5ين شماره حل تمر

2251
1)(

t
tf

+
=  

  
]در بازهرا tf)( )الف ]11−=t با استفاده از نرم افزار  MATLABرسم مي كنيم.  
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  : روش اول-1

4 انتخاب كرده و يك منحني مرتبه چهار به فرم tf)(پنج نقطه روي
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  پنج نقطه بصورت زير بر روي اين منحني در نظر مي گيريم،
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  11/8/90                                          سري ششم حل تمرين هاي                            صدقي زاده                 :  مدرس

 ١١

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

bx مربعي و سيستم سازگار است و با حل دستگاه معادلاتAدر اين حالت ماتريس =A جواب مستقيم بدست مي آيد و اين جواب 
  .گفته مي شود interpolationحداقل مربعات نيست به اين روش 
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  همانطور كه پيداست سيستم در اين حالت ناسازگار نيست و ضرايب منحني با حل مستقيم دستگاه معادلات بصورت زير بدست مي آيند،

  
3156.3ˆ,0ˆ,2772.4ˆ,0ˆ,1ˆ 43210 ==−=== ααααα  

   منحني مرتبه چهارم حاصل به شكل منحني زير خواهد بود،
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   نقطه و يك منحني مرتبه چهارده در نظر15اين بار . نحني برازش را بالاتر در نظر مي گيريمنقاط و مرتبه مبراي افزايش دقت تعداد 

   مي گيريم، لذا پانزده نقطه را بصورت زير انتخاب مي كنيم، 
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  11/8/90                                          سري ششم حل تمرين هاي                            صدقي زاده                 :  مدرس

 ١٢

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  منحني مرتبه چهارده برازش داده شده بشكل منحني زير بدست مي آيد،
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  .ه پيداست برازش مستقيم منحني دقت مناسبي در نزديكي نقاط مرزي نداردهمانطور ك

  
  : روش دوم-2
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4

3
3

2
210)( tttttg ααααα     تقريب مي زنيم،=++++
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  11/8/90                                          سري ششم حل تمرين هاي                            صدقي زاده                 :  مدرس

 ١٣

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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4ني مرتبه چهاريك منح
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210)( tttttg ααααα  نقطه در نظر مي گيريم و با استفاده از روش 51را براي تقريب اين =++++

bxحداقل مربعات سعي كنيم تا −A را مينيمم نماييم، به اين روش approximationضرايب منحني بصورت زير .  گفته مي شود
  بدست مي آيد،

7345.1ˆ,0ˆ,2150.2ˆ,0ˆ,6629.0ˆ 43210 ==−=== ααααα  
   منحني مرتبه چهارم حاصل به شكل زير خواهد بود،
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 را در نظر مي گيريم، تقريب حاصل چنين خواهد 14حال براي افزايش دقت تقريب، مرتبه منحني را افزايش مي دهيم و يك منحني مرتبه 
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  11/8/90                                          سري ششم حل تمرين هاي                            صدقي زاده                 :  مدرس

 ١٤

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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=−=1275.0همانطور كه پيداست تقريب حاصل بسيار بهتر است و خطاي تقريب bxAεلذا روش تقريب با حداقل .  مي باشد

  . داردinterpolationمربعات نتيجه بهتري از روش 
  

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  18/8/90                                            م سري هفت حل تمرين هاي                                   صدقي زاده          :  مدرس

 ١

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  1 شماره حل تمرين
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

QRAجواب تجزيه    بررسي مي نماييم،MATLAB را با نرم افزار =

6.5320   0        0         

4.0166    1.0954    0         

0.4472-   0.8944    2.2361    

= R

0.4082    0.9129-   0         

0.8165    0.3651    0.4472    

0.4082    0.1826    0.8944    

= Q

qr(A)=[Q,R]

1];- 1- 7;0 0 3;-1 1 [2A =

  

  
   را بدست مي آوريم،AATحال تجزيه چالسكي ماتريس
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= ans
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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QRAجواب تجزيه    بررسي مي نماييم،MATLAB را با نرم افزار =

1.7321   0        0         

2.4495-   2.4495    0         

4.2426    1.4142    1.4142    

= R

0.5774    0.8165-   0         

0.5774    0.4082    0.7071-   

0.5774    0.4082    0.7071    

= Q

qr(A)=R][Q,

3]; 2- 3;0- 0 3;-1 2 [1A =
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
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 ٤

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

1.7321   0        0         

2.4495-   2.4495    0         

4.2426    1.4142    1.4142    

= ans

chol(A'*A)

3]; 2- 3;0- 0 3;-1 2 [1=A

  

  
QRA در تجزيهRمشخص است كه ماتريس   . استAATي ماتريس چالسكدر تجزيه TLاتريس همان م=
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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QRAجواب تجزيه    بررسي مي نماييم،MATLAB را با نرم افزار =

2.0000          0         0   

2.4495-    2.4495         0   

4.2426     2.8284    1.4142   

= R

0.5000     0.4082    0.7071   

0.5000          0         0   

0.5000-    0.4082    0.7071   

0.5000-    0.8165-        0   

= Q

qr(A,0)=R][Q,

5]; 1 1;1 0 1;0 3 1;1 2- [0=A

  

  
   را بدست مي آوريم،AATحال تجزيه چالسكي ماتريس
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  18/8/90                                            م سري هفت حل تمرين هاي                                   صدقي زاده          :  مدرس

 ٦

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

2.0000   0        0         

2.4495-   2.4495    0         

4.2426    2.8284    1.4142    

= ans

chol(A'*A)

5]; 1 1;1 0 1;0 3 1;1 2- [0=A

  

  
QRA در تجزيهRمشخص است كه ماتريس   . استAATي ماتريس چالسكدر تجزيه TLاتريس همان م=

*****************************************  
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321حال بردارهاي متعامد ,, vvvرا به بردارهاي يكامتعامد تبديل مي نماييم و ماتريس هاي Qو R،را بدست مي آوريم   
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  18/8/90                                            م سري هفت حل تمرين هاي                                   صدقي زاده          :  مدرس

 ٧

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

3,2,6 321 === vvv  
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qqq RQ  
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011
111

A  

QRAجواب تجزيه    بررسي مي نماييم،MATLAB را با نرم افزار =

1.7321        0         0   

0.7071    1.4142         0   

3.6742         0    2.4495   

= R

0.5774    0.0000    0.8165   

0.5774-   0.7071-   0.4082   

0.5774-   0.7071    0.4082   

= Q

qr(A)=R][Q,

4]; 0 0;2 1- 1;1 1 [1=A

  

  
   را بدست مي آوريم،AATحال تجزيه چالسكي ماتريس

1.7321   0        0         

0.7071    1.4142    0         

3.6742    0         2.4495    

= ans

chol(A'*A)

4]; 0 0;2 1- 1;1 1 [1=A

  

  
QRA در تجزيهRمشخص است كه ماتريس   . استAATي ماتريس چالسكدر تجزيه TLاتريس همان م=

  
************************************************  

  2حل تمرين شماره 
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  18/8/90                                            م سري هفت حل تمرين هاي                                   صدقي زاده          :  مدرس

 ٨

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

   را بدست مي آوريم،Aفرم سطري پلكاني كاهش يافته ماتريس) الف
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   بصورت زير بدست مي آيد،پايه هاي فضاي گسترهبا توجه به محل عناصر محوري ستون هاي اول، دوم و سوم مستقل خطي هستند و 
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  اشميت اين پايه ها را به پايه هاي يكامتعامد تبديل مي نماييم،-حال با اعمال فرايند گرام
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  به اين ترتيب پايه هاي متعامد بصورت زير بدست مي آيند،
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  بدست آورد،بردارهاي پايه يكامتعامد را با نرماليزه كردن اين بردارها مي توان 
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  18/8/90                                            م سري هفت حل تمرين هاي                                   صدقي زاده          :  مدرس

 ٩

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  3حل تمرين شماره 
321سه بردار يكامتعامد ,, uuu،را در نظر بگيريد   
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   اشميت را بر اين سه بردار اعمال مي نماييم،-حال فرايند گرام
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  .لذا با اعمال فرايند گرام اشميت به يك دسته بردار يكامتعامد مجدداً خود بردارها بدست مي آيند

  
**********************************************  

  4حل تمرين شماره 
321سه بردار وابسته خطي ,, uuu،را در نظر بگيريد   

]1,0,1[],2,0,2[],1,0,1[ 321 −=−=−= uuu  
  

   اشميت را بر اين سه بردار اعمال مي نماييم،-حال فرايند گرام
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02ي آيد، لذا فرايند متوقف مي شود زيرا          صفر بدست م   2vمشاهده مي شود كه بردار     =v بنابراين بـراي اجـراي صـحيح فراينـد         .  است
  . اشميت بايد بردارها مستقل خطي باشند-متعامد سازي گرام

  
**********************************************  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  18/8/90                                            م سري هفت حل تمرين هاي                                   صدقي زاده          :  مدرس

 ١٠

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  5حل تمرين شماره 
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   بدست مي آوريم،QR حال جواب حداقل مربعات را با استفاده از تجزيه -
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]
3
5,

3
1,

3
4[]1,1,1[

3
7]4,2,1[]1,1,1[

]1,1,1[
]4,2,1[]1,1,1[

]4,2,1[

]1,1,1[

212
1

21
22

11

−−
=−=−=−=

==

,,

,

v
v

av
av

av

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= −

−

−

−

42
5
42
1
42
4

2

3
1
3

1
3

1

1

3
5
3
1

3
4

21 ,,
1
1
1

qqvv  

3
42,3 21 == vv  

[ ]
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

== −

−

3
42
3

7

2

211

42
5

3
1

42
1

3
1

42
4

3
1

21 0
3

0
,

v
a,qv

qq RQ  

  
by محاسبه بردار -2 TQ=:  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=→= −−

42
4
3

5

42
5

42
1

42
4

3
1

3
1

3
1

2
2
1

yQTby  

  
yx حل دستگاه معادلات -3 =Rزيني پسرو با روش جايگ:  
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],[]1,[لذا جواب حداقل مربعات بصورت  7

2
21 =xxبدست مي آيد .  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  18/8/90                                            م سري هفت حل تمرين هاي                                   صدقي زاده          :  مدرس

 ١١

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  مربعات را با استفاده از تجزيه چالسكي بدست مي آوريم، حال جواب حداقل -
  معادلات نرمال بصورت زير است،

dxbx =→= CAAA TT  
  

AAC مقدارهايابتدا -1 T=و bd TA=،را بدست مي آوريم   
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  يه چالسكي حل مي نماييم، سپس معادلات نرمال را با استفاده از تجز-2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
→=→=

13
5

217
73

2

1

x
x

CAAA TT dxbx  

   بصورت زير مي باشد،Cتجزيه چالسكي ماتريس

3
14

3
492121

3
77

33

0
0

217
73

22
2
22

2
21

212111

11
2

11

2
22

2
211121

2111
2

11

22

2111

2221

11

=−=→=+

=→=

=→=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
→=

lll

lll

ll

llll
lll

l
ll

ll
l

LLC T

  

  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

3
14
3

7

3
14

3
7 0

303
217
73

C  

  حال بايد دستگاه معادلات را حل نمائيم،

14
3

3
4,

3
5

13
503

21
2

1

3
14

3
7

==→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
→= zz

z
z

L dz  

  

7
2,1

0
3

21
14
3

3
4

3
5

2

1

3
14
3

7

==→
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
→= xx

x
x

LT zx  

  
],[]1,[حداقل مربعات بصورت لذا جواب  7

2
21 =xxبدست مي آيد .  

  
*****************************************  

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  18/8/90                                            م سري هفت حل تمرين هاي                                   صدقي زاده          :  مدرس

 ١٢

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
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  ربعات را با استفاده از تجزيه چالسكي بدست مي آوريم، حال جواب حداقل م-
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  ه چالسكي حل مي نماييم، سپس معادلات نرمال را با استفاده از تجزي-2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
→=→=

6
9

215
53

2

1

x
x

CAAA TT dxbx  

   بصورت زير مي باشد،Cتجزيه چالسكي ماتريس

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  18/8/90                                            م سري هفت حل تمرين هاي                                   صدقي زاده          :  مدرس

 ١٥

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

3
38

3
252121

3
55

33

0
0

215
53

22
2
22

2
21

212111

11
2

11

2
22

2
211121

2111
2

11

22

2111

2221

11

=−=→=+

−
=→−=

=→=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
→=

lll

lll

ll

llll
lll

l
ll

ll
l

LLC T

  

  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

−

−
3

38
3
5

3
38

3
5 0

303
215

53
C  

  حال بايد دستگاه معادلات را حل نمائيم،

38
39,

3
9

6
903

21
2

1

3
38

3
5

==→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
→=

−
zz

z
z

L dz  

  

38
27,

38
159

90
3

21
38
3

3
9

2

1

3
38
3
5

==→
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
→=

−

xx
x
x

LT zx  

  
],[],[داقل مربعات بصورت لذا جواب ح 38

27
38

159
21 =xxبدست مي آيد .  

**********************************************  
  6حل تمرين شماره 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3
1

1
3

,

5
4
3
2

,

4
3
2
1

321 uuu  

321براي بدست آوردن پايه هاي يكامتعامد زيرفضاي اسپن شده توسط بردارهاي ,, uuuليكن .تفاده مي نماييم اشميت اس- از فرايند گرام 
  بايد ابتدا پايه ها را بدست آوريم

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

000
000
510
701

354
143

132
321

  

 فقط اين دو بردار تشكيل پايه مي دهند حال با  مستقل خطي هستند، لذاuu,21با توجه به فرم سطري پلكاني كاهش يافته بردارهاي
   را به پايه هاي يكامتعامد تبديل مي نماييم، uu,21ل بردارهاي مستق اشميت- فرايند گراماستفاده از

  

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  18/8/90                                            م سري هفت حل تمرين هاي                                   صدقي زاده          :  مدرس

 ١٦

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  

[ ]

[ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=−=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

−
3
1

3
1
3
2

3
16

3
8
3
4

12
1

21
22

11

04
5
4
3
2

4
3
2
1

30
40

5
4
3
2

4
3
2
1

4
3
2
1

4321

5
4
3
2

4321

5
4
3
2

4
3
2
1

v
v

uv
uv

uv

,

,

  

,21حال بردارهاي متعامد vvرا به بردارهاي يكامتعامد تبديل مي نماييم ،  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−−
6
1

6
1

3
2

2

30
4
30
3
30
2
30
1

1

3
1

3
1
3
2

21 0
,

0
,

4
3
2
1

wwvv  

  

3
2,30 21 == vv  

321 پايه هاي يكامتعامد زير فضاي اسپن شده توسط بردارهايww,21لذا بردارهاي ,, uuuهستند .  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                         جبر خطي كاربردي                                              

  2/9/90                                           مي نه سرحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ١

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

 1 شماره حل تمرين

) الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

010
440
001

A  

   بصورت زير بدست مي آيد،Aمعادله مشخصه و مقادير ويژه ماتريس

2,10)2)(1(0
10

440
001

3,21
2 −=−=→=++→=−+

+
=− λλλλ

λ
λ

λ
λ AI  

  بردارهاي ويژه بصورت زير عمل مي كنيم،براي بدست آوردن 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++−−
++

++
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−+

+
=−

4510
440

0044

10
440

001
Adj)(Adj

2

2

2

λλλ
λλλ

λλ

λ
λ

λ
λ AI  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→−=

0
0
1

000
000
001

)1Adj(1 11 vI-A-λ  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=→−=

1
2
0

210
420

000
)2Adj(2 22 vI-A-λ  

rank)(123از آنجاييكه  2 =−=−− IAn λ23,2 است، لذا براي مقدار ويژه تكراري −=λفقط يك بردار ويژه مستقل خطي داريم  .  
  

   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

1-       0        0         

0         2-        0         

0         0         2-        

= l

0    0.4472    0.4472    

0    0.8944    0.8944    

1.0000         0         0    

=v 

eig(A)=l][v,

0];  1-  4;0  4-  0;0  0  [-1=A

  

********************************************* 
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                         جبر خطي كاربردي                                              

  2/9/90                                           مي نه سرحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ٢

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

) ب
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

1182
8510
2102

A  

   بصورت زير بدست مي آيد،Aمعادله مشخصه و مقادير ويژه ماتريس

9,9,180)9)(9)(18(0
1182
8510

2102

321 −===→=+−−→=
−−
−−−

−−
=− λλλλλλ

λ
λ

λ
λ AI  

  براي بدست آوردن بردارهاي ويژه بصورت زير عمل مي كنيم،.  دارد متمايز مقدار ويژه حقيقي سهAماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−−
−+−−
−−−−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−

−−
=−

907368290
368181312610
29012610916

1182
8510

2102
Adj)(Adj

2

2

2

λλλλ
λλλλ

λλλλ

λ
λ

λ
λ AI  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→=

2
2
1

54
54
27

10810854
10810854
545427

)18Adj(18 11 vI-Aλ  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

=→=
2
1
2

36
18
36

723672
361836
723672

)9Adj(9 22 vI-Aλ  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
=→−=

1
2

2

54
108

108

54108108
108216216

108216216
)9Adj(-9 33 vI-Aλ  

  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

9.0000-           0             0         

0         9.0000              0         

0              0         18.0000        

= l

0.3333    0.6667-   0.6667    

0.6667-   0.3333    0.6667    

0.6667    0.6667    0.3333    

=v 

eig(A)=l][v,

11];  8  8;-2  5  2;10-  10  [2=A

  

********************************************* 
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                         جبر خطي كاربردي                                              

  2/9/90                                           مي نه سرحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ٣

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

) ج
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

022
010

10 2
1

A  

   بصورت زير بدست مي آيد،Aيسمعادله مشخصه و مقادير ويژه ماتر

1,1010
22

010
1

3,21
23

2
1

=−=→=+−−→=
−

−
−

=−

−

λλλλλ
λ

λ
λ

λ AI  

  براي بدست آوردن بردارهاي ويژه بصورت زير عمل مي كنيم،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

→=

−

0
0
0

22
010

1 2
1

iiiiA vvv
λ

λ
λ

λ  

11 و حقيقيه غير تكراريبراي مقدار ويژ −=λ،داريم   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=→

⎩
⎨
⎧

=−

=−−−
→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−−

→−=

−

2
0
1

02
0

0
0
0

122
020

11
1 1

2

32
1

21

3

2

12
1

1 v
x

xxx

x
x
x

λ  

  
12ه تكراري مقدار ويژبراي =λ،213 داريم)(rank 2 =−=−− IAn λلذا دو بردار ويژه مستقل خطي داريم ،.  

{
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→=−−→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
→=

−

2
2
1

,
2
0
1

0
0
0
0

122
000

11
1 3232

1
21

6

5

42
1

3,2 vvxxx
x
x
x

λ  

12ه تكراريار ويژه مستقل خطي براي مقدار ويژلذا توانستيم دو برد =λبدست آوريم .  
  

   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

1        0        0         

0         1-        0         

0         0         1         

= l

0.6667-   0.8944    0.8944    

0.6667         0         0    

0.3333    0.4472-   0.4472    

=v 

eig(A)=l][v,

0];  2-  0;2  1  1/2;0  1  [0=A

  

*********************************************  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                         جبر خطي كاربردي                                              

  2/9/90                                           مي نه سرحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ٤

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

) د
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
=

342
100
010

A  

   بصورت زير بدست مي آيد،Aمعادله مشخصه و مقادير ويژه ماتريس

jAI ±−=−=→=+++→=
+
−

−
=− 1,102430

342
10

01

3,21
23 λλλλλ

λ
λ

λ
λ  

  براي بدست آوردن بردارهاي ويژه بصورت زير عمل مي كنيم،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
−

−
→=

0
0
0

342
10

01

iiiiA vvv
λ

λ
λ

λ  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=→

⎩
⎨
⎧

=−−
=−−

→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−−
→−=

1
1

1

0
0

0
0
0

242
110

011
1 1

32

21

3

2

1

1 v
xx
xx

x
x
x

λ  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
+−=→

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
=−+−
=−+−

→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
−+−

−+−
→+−=

j
j

xjxx
xxj
xxj

x
x
x

j
j

j
j

2
1
1

0)2(42
0)1(
0)1(

0
0
0

242
110

011
1 2

321

32

21

6

5

4

2 vλ  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−=→

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−++
=−−−
=−−−

→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−

−−−
→−−=

j
j

xjxx
xxj
xxj

x
x
x

j
j

j
j

2
1
1

0)2(42
0)1(
0)1(

0
0
0

242
110

011
1 3

321

32

21

9

8

7

3 vλ  

  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

1.0000i-1.0000-               0             0       

0    1.0000i1.0000-             0       

0                  0              1       

= l

0.7058i0.2706        0.7058i-0.2706        0.5774-   

0.2176i0.4882-       0.2176i0.4882-       0.5774    

0.1353i0.3529        0.1353i0.3529        0.5774-   

=v 

eig(A)=l][v,

0];  2-  0;2  1  1/2;0  1  [0=A

+

+

−+

−+

  

*********************************************  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                         جبر خطي كاربردي                                              

  2/9/90                                           مي نه سرحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ٥

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  

) ه
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
−

=

1003
5.0135.0

0310
3001

A  

   بصورت زير بدست مي آيد،Aمعادله مشخصه و مقادير ويژه ماتريس

4,2064321240

1003
5.0135.0

0310
3001

4,32,1
234 =−=→=++−−→=

−
−−

−
−

=− λλλλλλ

λ
λ

λ
λ

λ AI  

  براي بدست آوردن بردارهاي ويژه بصورت زير عمل مي كنيم،

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
−

→=

0
0
0
0

1003
5.0135.0

0310
3001

iiiiA vvv

λ
λ

λ
λ

λ  

  
22,1تكراريه براي مقدار ويژ −=λ،224  داريم)(rank 1 =−=−− IAn λ ،لذا دو بردار ويژه مستقل خطي داريم.  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=→
⎩
⎨
⎧

=−−+
=+−

→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
−

→−=

1
0
0
1

,

0
1
1
0

05.0335.0
033

0
0
0
0

3003
5.0335.0

0330
3003

2 21
4321

32

4

3

2

1

2,1 vv
xxxx

xx

x
x
x
x

λ

  
44,3ه تكراري مقدار ويژبراي =λ،134 داريم)(rank 3 =−=−− IAn λ بردار ويژه مستقل خطي داريميك، لذا .  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=→

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−++
=+
=+

→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
→=

0
1

1
0

05.0335.0
033
033

0
0
0
0

3003
5.0335.0

0330
3003

4 3

8765

76

85

8

7

6

5

4,3 v
xxxx

xx
xx

x
x
x
x

λ  

  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                         جبر خطي كاربردي                                              

  2/9/90                                           مي نه سرحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ٦

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  

2.0000-  0        0         0         

0         2.0000-   0         0         

0         0         4.0000    0         

0         0         0         4.0000    

= l

0.0602    0.6563    0.0000    0.0000-   

0.7045    0.2631-   0.7071-   0.7071-   

0.7045    0.2631-   0.7071    0.7071    

0.0602    0.6563    0.0000-   0.0000    

=v 

eig(A)=l][v,

1]; 0 0 0.5;-3 1 3- 0;-0.5 3- 1 3;0- 0 0 [1=A

  

*********************************************  
  

)و
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⎥
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⎣

⎡

−
=
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aيسمعادله مشخصه و مقادير ويژه ماتر

40)4(0
240

160
124

3,2,1
3 =→=−→=

−
−−
−−−

=− λλ
λ

λ
λ

λ AI  

  براي بدست آوردن بردارهاي ويژه بصورت زير عمل مي كنيم،
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43,2,1ه تكراري مقدار ويژبراي =λ،213 داريم)(rank 2 =−=−− IAn λلذا دو بردار ويژه مستقل خطي داريم ،.  
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0

,
0
0
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0
0
0
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4 2132

3

2

1

1 vvxx
x
x
x

λ  

  
43,2,1ه تكراريار ويژه مستقل خطي براي مقدار ويژلذا توانستيم دو برد =λبدست آوريم .  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                         جبر خطي كاربردي                                              

  2/9/90                                           مي نه سرحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ٧

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

4    0     0     

0     4     0     

0     0     4     

= l

0.8944-   0.8944-   0         

0.4472    0.4472    0         

0         0         1.0000    

=v 

eig(A)=l][v,

2]; 4- 1;0 6 1;0 2 [4=A

  

  
****************************************  

  2حل تمرين شماره 

∏ )الف
=

=
n

i
iA

1

λ  

nnA مشخصه براي ماتريسچندجمله ايمي دانيم     و مونيك است،n يك چندجمله اي مرتبه×
01

2
2

2
2

1
1 cccccAI n

n
n

n
n ++++++=− −

−
−

− λλλλλλ L  
  اين چندجمله اي را مي توان بصورت زير نمايش داد،

))(())(( 121 nnAI λλλλλλλλλ −−−−=− −L  
 nλλ ,,1 K0حال اگر در رابطه بالا.  مقادير ويژه هستند كه مي توانند حقيقي يا مختلط مزدوج و متمايز يا تكراري باشند=λ قرار دهيم 

   بدست مي آيد،Aمقدار

∏
=

− ==
n

i
innA

1
121 ))(())(( λλλλλ L  

******************************************  
  
iiiAمي دانيم) ب vv λ=است، حال بايد نشان دهيم i

k
ii

kA vv λ=،است   
  

i
k
iii

k-
ii

k-
iii

k-
ii

k-
iii

k-
i

k-
i

k λλAλ(AAAAAAA vvvvvvvv ======== )()())()()( 112211 λλλλλ L  
  . استkA نيز يك مقدار ويژه براي ماتريسkλبنابراين

******************************************  
  
nnAمعادله مشخصه ماتريس) ج    را مي توان بدين صورت نوشت،×

0)( 11111 =−=−=−=−=− −−−−− AIAAIAAIAAAAAI nnnn λλλλλλ  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                         جبر خطي كاربردي                                              

  2/9/90                                           مي نه سرحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ٨

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

( ) ( )

( ) ( )

λλ

λλ
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λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

=

≠=

=

=

=

=

=

=

=
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vvvv
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,22

TT

TT
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TTT

TT
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A

A

A

  به عبارتي،
011 =− −− AInλ  

   عبارت است از،A−1بنا به فرض معادله مشخصه ماتريس معكوس
01 =− −AInµ  

  دله اخير مي توان گفت،با مقايسه دو معا
1−= λµ  

=−1 باشد، آنگاهA يك مقدار ويژه ماتريسλلذا اگر λµ1 يك مقدار ويژه ماتريس−Aخواهد بود .  
**********************************************  

AAT( باشد  ماتريس متقارن و حقيقي يكAفرض كنيد) د nλλفرض كنيد كه  و )= ,,1 Kمقادير ويژه ماتريس A باشند، مي 
nλλخواهيم ثابت كنيم كه ,,1 Kه داريم،با توجه به تعريف بردار ويژ . مقاديري حقيقي هستند  

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

nλλلذا مقادير ويژه ,,1 Kاعدادي حقيقي هستند  .  
  . ه ماتريس حقيقي متقارن متعامد هستندحال نشان مي دهيم كه بردارهاي ويژ -
jv) ji و ivض كنيدفر   متناظر با آنها هستند،متمايز  دو مقدار ويژه jλ وiλ وAدو بردار ويژه براي ماتريس متقارن) ≠

jij

jji

ji

j
T

i

ji

jiijii

A

A

A
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vv

vv

vv

vv

vvvv

,

,

,

,

,

,,

λ

λ

λλ

=

=

=

=

=

=

  

)(,0ذا داريمل =− jiji vvλλيكهاز آنجاي  وji λλ ,0است لذا بايد≠ =ji vvپس دو بردار ويژه متعامد هستند. باشد.  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                         جبر خطي كاربردي                                              

  2/9/90                                           مي نه سرحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ٩

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  حال موارد بالا را براي ماتريس متقارن زير بررسي مي نماييم، -

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎣

⎡

−−
−
−

=
825
2112
528

A  

  ارهاي ويژه اين ماتريس بصورت زير است،معادله مشخصه، مقادير ويژه و برد
15,3,9040520727 321

23 ===→=−+−=− λλλλλλλ AI  
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⎥
⎥
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⎢
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321 vvv  

**********************************************  
   مثبت معين باشد، حتماً مقادير ويژه مثبت خواهد داشت، متقارنسماترياگر حال نشان مي دهيم كه ) ه

2vvv

vvvv
vvvv

vv

λ

λ

λ

λ

=

=

=

=

A

A
A

A

T

TT

TT

  

vv<0 ن است، لذا بايد مثبت معيAاز آنجاييكه ماتريس AT0بنابراين بايد.  باشد>λباشد .  
  

**********************************************  
  3حل تمرين شماره 

L++++=
!3!2

e
3322 tAtAAtIAt  

  

]مطلوب است محاسبه  ]At
dt
d e و ∫

t A d
0
e ττ.   

[ ] AtAt AtAtAAtIAtAtAA
dt
d e)

!3!2
(

!3
3

!2
2e

3322232

=++++=+++= LL  
  

LL +++=+++= ∫∫∫∫ !32!2
e

322

0

2
2

000

tAAtItdAdAIdd
tttt A τττττττ  

   از سمت چپ در رابطه بالا داريم،Aبنابراين با ضرب
Att A IdA ee

0
=+∫ ττ  

   باشد،ماتريس غيرمنفرد Aو در صورتيكه
1

0

1 ]e[]e[e −− −=−=∫ AIIAd AtAtt A ττ  
**********************************************  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                         جبر خطي كاربردي                                              

  2/9/90                                           مي نه سرحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ١٠

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  4حل تمرين شماره 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

31
22

A  

  ،A−1محاسبه ماتريس -
452 ++=− λλλ AI  

   هاميلتون داريم،-با توجه به قضيه كيلي

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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4
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2
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4
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4
5

31
22

4
1)5(

4
1

)5(
4
1)5(

4
1045

IAA

AAIAAAAIAAIAA
  

  
  ،AP)(محاسبه چندجمله اي -

IAAAAP 842)( 35 +++=  
  

45)(,842)( 235 ++=−=+++= λλλλλλλλ AIQP  

 تقسيمچندجمله اي باقيمانده
)(
)(

λ
λ

Q
Pاز مرتبه يك مي باشد .  

01)( ccR += λλ  
   را بدست مي آوريم،0c و1cحال مقدار

10210222

10110111

41160)()(4
1)()(1

ccccPR
ccccPR

−=−→+==→−=
−=→+==→−=

λλλλ
λλλλ  

3871با حل اين دستگاه معادلات مقدار =c3880 و =cبدست مي آيد .  
388387)( += λλR  

   هاميلتون مي توان نوشت،-و با توجه قضيه كيلي

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦
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⎣

⎡
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−
=+=

=

773387
774386
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01
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387388387)(

)()(

IAAP

ARAP
  

  
  ،sin(A(محاسبه تابع -

   هاميلتون،-با توجه به قضيه كيلي
AcIcARA 10)()sin( +==  

1021022

1011011

4)4sin()sin(4
)1sin()sin(1

cccc
cccc
−=−→+=→−=
−=−→+=→−=

λλλ
λλλ  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                         جبر خطي كاربردي                                              

  2/9/90                                           مي نه سرحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ١١

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  با حل دستگاه داريم،

)]1sin()4[sin(
3
1,)]1sin(4)4[sin(

3
1

10 −−−−=−−−−= cc  
  به اين ترتيب،

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−−+−−
−+−−−+−

=+=
)1sin()4sin(2)1sin()4sin(

)1sin(2)4sin(2)1sin(2)4sin(
3
1)sin( 10 AcIcA  

  
  
IAAنشان دهيد - =+ )(cos)(sin 22،  

   هاميلتون،-با توجه به قضيه كيلي
AcIcARA 10)()cos( +==  

1021022

1011011

4)4cos()cos(4
)1cos()cos(1

cccc
cccc
−=−→+=→−=
−=−→+=→−=

λλλ
λλλ  

  با حل دستگاه داريم،

)]1cos()4[cos(
3
1,)]1cos(4)4[cos(

3
1

10 −−−−=−−−−= cc  
  به اين ترتيب،

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−−+−−
−+−−−+−

=+=
)1cos()4cos(2)1cos()4cos(

)1cos(2)4cos(2)1cos(2)4cos(
3
1)cos( 10 AcIcA  

  
sin)(cos)(حال مقدار 22 AA    را بدست مي آوريم،+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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=
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9
1)(sin 2222
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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=
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9
1)(cos 2222
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2 A  

IAAلذا  =+ )(cos)(sin   .د خواهد بو22
  
  ،sin(At( و Ateفرم بسته توابع ماتريسي -

   هاميلتون،-با توجه به قضيه كيلي
AcIcARAt

10)(e +==  
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  با حل دستگاه داريم،
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3
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                         جبر خطي كاربردي                                              

  2/9/90                                           مي نه سرحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ١٢

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  به اين ترتيب،

⎥
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⎤
⎢
⎣

⎡
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tttt
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At AcIc
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   هاميلتون،- كيليبا توجه به قضيه

AcIcARAt 10)()sin( +==  

1021022

1011011

4)4sin()sin(4
)sin()sin(1

cctcct
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−=−→+=→−=

−=−→+=→−=
λλλ
λλλ  

  با حل دستگاه داريم،

)]sin()4[sin(
3
1,)]sin(4)4[sin(

3
1

10 ttcttc −−−−=−−−−=  
  به اين ترتيب،
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                         جبر خطي كاربردي                                              

  9/9/90                                               سري نهمحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ١

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  1رين شماره حل تم
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⎢
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   باشد، چند جمله اي مشخصه بصورت زير بدست مي آيد،n=2 براي حالتيكه -
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A CC ++=
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  ردار ويژه بدست مي آوريم،متناظر با آنها ب.  خواهيم داشت2λ و1λدر اين حالت دو مقدار ويژه 
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  .در انتخاب بردار ويژه دقت مي كنيم كه بردار مورد نظر تحت هر شرايطي مخالف صفر باشد
  
   باشد،n=3 براي حالتيكه-
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   بردارهاي ويژه نظير را بدست مي آوريم،3λ و1λ ،2λدار ويژه براي سه مق
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  را از رابطه زير بدست مي آوريم، ty)(بدست آمده مقدار tx)(با استفاده از
[ ] )(001)( tt xy =  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  9/90/ 23                                             م سري دهحل تمرين هاي   صدقي زاده                                         :  مدرس

 ٥

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

1)()( با متغيرهاي حالت)ه tytz 2)()()( و= tytytz += 3)()( و& tytz    معادلات حالت به فرم زير بدست مي آيد،=&&
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***************************************** 
zxتبديل همانندييافتن يك ) و T=   

  . را بدست آوردT مي توان به راحتي ماتريس تبديل هماننديz وxبا مقايسه ارتباط بين متغيرهاي حالت
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**********************************************  
  3حل تمرين شماره
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   را بدست مي آوريم،Aابتدا مقادير مشخصه ماتريس
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  فرم قطري كامل به صورت زير است،. ورداز آنجاييكه سه مقدار ويژه حقيقي و متمايز دارد مي توان فرم قطري كامل را بدست آ
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ATTحال ماتريس تبديل همانندي را مي يابيم كه رابطه 1−=Λبراي اين منظور بايد بردارهاي ويژه نظير هر يك از .  را برآورده سازد
co  مقادير ويژه را بدست آوريم،
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  9/90/ 23                                             م سري دهحل تمرين هاي   صدقي زاده                                         :  مدرس

 ٦

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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   به شكل زير خواهد بود،Tلذا ماتريس تبديل
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   داريم،MATLAB  از نرم افزارستفادهبا ا

18   0     0     

0     9     0     

0     0     9-    

= J

0.2222    0.4444-   0.2222    

0.2222    0.2222    0.4444-   

0.1111    0.4444    0.4444    

= T

jordan(A)=J][T,

11]; 8 8;-2 5 2;10- 10 [2=A

  

  
***************************************** 
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  9/90/ 23                                             م سري دهحل تمرين هاي   صدقي زاده                                         :  مدرس

 ٧

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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   را بدست مي آوريم،Aابتدا مقادير مشخصه ماتريس
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  فرم قطري كامل به صورت زير است،. از آنجاييكه سه مقدار ويژه حقيقي و متمايز دارد مي توان فرم قطري كامل را بدست آورد
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ATTحال ماتريس تبديل همانندي را مي يابيم كه رابطه 1−=Λبراي اين منظور بايد بردارهاي ويژه نظير هر يك از .  را برآورده سازد
  مقادير ويژه را بدست آوريم،
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   به شكل زير خواهد بود،Tلذا ماتريس تبديل
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  9/90/ 23                                             م سري دهحل تمرين هاي   صدقي زاده                                         :  مدرس

 ٨

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

   داريم،MATLAB  از نرم افزارستفادهبا ا

2    0     0     

0     1     0     

0     0     1-    

= J

1.0000    0         0         

0         2.0000-   0         

0.6667    1.0000-   0.3333    

= T

jordan(A)=J][T,

2]; 0 0;0 1 2;0 1 [-1=A

  

  
***************************************** 
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   را بدست مي آوريم،Aابتدا مقادير مشخصه ماتريس
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  فرم قطري كامل به صورت زير است،. بدست آورداز آنجاييكه سه مقدار ويژه حقيقي و متمايز دارد مي توان فرم قطري كامل را 
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ATTحال ماتريس تبديل همانندي را مي يابيم كه رابطه 1−=Λبراي اين منظور بايد بردارهاي ويژه نظير هر يك از .  را برآورده سازد
 دارد، لذا بردارهاي ويژه نظير هر يك از مقادير ويژه به راحتي قابل محاسبه فرم همبسته Aچون ماتريس. مقادير ويژه را بدست آوريم

  است،
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ATTو ماتريس تبديل هماني 1−=Λ ند به فرمندرمخواهد بود،ماتريس و   
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  9/90/ 23                                             م سري دهحل تمرين هاي   صدقي زاده                                         :  مدرس

 ٩

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

   داريم،MATLAB  از نرم افزارستفادهبا ا

4-   0     0     

0     3-    0     

0     0     2-    

= J

0.5000    1.0000-   0.5000    

2.0000-   3.0000    1.0000-   

8.0000    9.0000-   2.0000    

= T

jordan(A)=J][T,

0]; 1 0;0 0 24;1- 26- [-9=A

  

  
***************************************** 
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   را بدست مي آوريم،Aابتدا مقادير مشخصه ماتريس
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  فرم قطري كامل به صورت زير است،. از آنجاييكه سه مقدار ويژه حقيقي و متمايز دارد مي توان فرم قطري كامل را بدست آورد
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ATTحال ماتريس تبديل همانندي را مي يابيم كه رابطه 1−=Λبراي اين منظور بايد بردارهاي ويژه نظير هر يك از .  را برآورده سازد
ر ويژه به راحتي قابل محاسبه  دارد، لذا بردارهاي ويژه نظير هر يك از مقاديفرم همبسته Aچون ماتريس. مقادير ويژه را بدست آوريم
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ATTو ماتريس تبديل هماني 1−=Λند به فرم مندرمخواهد بود،اتريس و   co
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  9/90/ 23                                             م سري دهحل تمرين هاي   صدقي زاده                                         :  مدرس

 ١٠

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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   داريم،MATLAB  از نرم افزارستفادهبا ا

3-   0    0     

0     2-    0     

0     0     1-    

= J

9     12-   3     

3-    6     3-    

1     3-    3     

= T

jordan(A)=J][T,

6];- 11- 1;-6 0 0;0 1 [0=A

  

**************************************************  
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   را بدست مي آوريم،Aابتدا مقادير ويژه، بردارهاي ويژه و سپس فرم قطري سازي شده ماتريس
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  فرم قطري كامل به صورت زير است،. از آنجاييكه سه مقدار ويژه حقيقي و متمايز دارد مي توان فرم قطري كامل را بدست آورد
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ATTحال ماتريس تبديل همانندي را مي يابيم كه رابطه 1−=Λبراي اين منظور بايد بردارهاي ويژه نظير هر يك از .  را برآورده سازد
  مقادير ويژه را بدست آوريم،
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  9/90/ 23                                             م سري دهحل تمرين هاي   صدقي زاده                                         :  مدرس

 ١١

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  د بود، به شكل زير خواهTلذا ماتريس تبديل

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−−

==
1142
112
1112

321 vvvT  

 
   داريم،MATLAB  از نرم افزارستفادهبا ا

3    0     0     

0     2-    0     

0     0     1     

= J

0.1000-   0.9333    0.1667    

0.1000-   0.0667-   0.1667    

0.1000-   0.7333-   0.1667-   

= T

jordan(A)=J][T,

1];- 3 1;1 1 3;1 2- [2=A

 

****************************************************  
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   را بدست مي آوريم،Aابتدا مقادير ويژه، بردارهاي ويژه و سپس فرم قطري سازي شده ماتريس

jAI ±==→=−+−=
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λ  

فرم قطري بلوكي به صورت . ك مقدار ويژه حقيقي و دو مقدار ويژه مختلط مزدوج دارد، بايد به فرم قطري بلوكي تبديل گردداز آنجاييكه ي
  زير است،
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  9/90/ 23                                             م سري دهحل تمرين هاي   صدقي زاده                                         :  مدرس

 ١٢

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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ATTحال ماتريس تبديل همانندي را مي يابيم كه رابطه 1−=Λژه نظير هر يك از مقادير  بردارهاي ويبراي اين منظور. رآورده سازد را ب
   آوريم،مي ويژه را بدست 
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   به شكل زير خواهد بود،Tلذا ماتريس تبديل

{ } { }[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==

001
010
110
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   داريم،MATLAB  از نرم افزارستفادهبا ا

1.0000i-3.0000           0                  0        

          0        1.0000i + 3.0000             0        

          0                  0                  6.0000   

= J

          0                  0                  1.0000   

0.5000i + 0        0.5000i - 0                  0        

0.5000i + 0.5000   0.5000i - 0.5000             0        

= T

jordan(A)=J][T,

6]; 0 0;0 2 0;1 2- [4=A

 

****************************************************  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  9/90/ 23                                             م سري دهحل تمرين هاي   صدقي زاده                                         :  مدرس

 ١٣

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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   را بدست مي آوريم،Aابتدا مقادير ويژه، بردارهاي ويژه و سپس فرم قطري سازي شده ماتريس
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λ AI  

حال بايد بدانيم چند تا بلوك جردن .  جردن تبديل گردديك مقدار ويژه حقيقي تكراري مرتبه سه دارد، بايد به فرم قطري بلوكيماتريس 
  داريم،
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)(بعد فضاي پوچي 1 AI −λ 4,32,1 مستقل خطي متناظر با مقدار ويژه تكراري ويژه است، پس دو بردار2برابر با =λ پس دو بلوك . داريم
   به صورت زير است،ن خواهيم داشت كه جردفرم قطري بلوكيجردن در 
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ATTحال ماتريس تبديل همانندي را مي يابيم كه رابطه 1−=Λلذا بايد دو بردار ويژه مستقل خطي و يك بردار ويژه .  را برآورده سازد
4,32,1تعميم يافته براي مقدار ويژه تكراري =λست آوريم،بد  
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,21ابتدا دو بردار ويژه مستقل خطي vv،را بدست مي آوريم   
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   را محاسبه مي كنيم،1ϕسپس بردار ويژه تعميم يافته
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   به شكل زير خواهد بود،Tلذا ماتريس تبديل
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  9/90/ 23                                             م سري دهحل تمرين هاي   صدقي زاده                                         :  مدرس

 ١٤

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  
   داريم،MATLAB  از نرم افزارستفادهبا ا

4    0     0     

0     4     0     

0     1     4     

= J

1.0000    1.0000    4.0000-   

0.5000-   0.5000    2.0000    

0         0         2.0000    

= T

jordan(A)=J][T,

2]; 4- 1;0 6 1;0 2 [4=A

  

  
*******************************************  
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   را بدست مي آوريم،Aابتدا مقادير ويژه، بردارهاي ويژه و سپس فرم قطري سازي شده ماتريس

2,406432124
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يك از مقادير هر حال بايد بدانيم براي . بايد به فرم قطري بلوكي جردن تبديل گرددماتريس دو مقدار ويژه حقيقي تكراري مرتبه دو دارد، 
  ويژه تكراري چند تا بلوك جردن داريم،

134
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rank4)(rank)( 11 =−=
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42,1براي بردار =λ 42,1خطي داريم، پس يك بلوك جردن براييك بردار ويژه مستقل =λخواهيم داشت.  

224
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24,3براي بردار −=λ24,3دو بردار ويژه مستقل خطي داريم، پس دو بلوك جردن براي −=λخواهيم داشت.  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                           جبر خطي كاربردي                                                

  9/90/ 23                                             م سري دهحل تمرين هاي   صدقي زاده                                         :  مدرس

 ١٥

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  به صورت زير است، جردن فرم قطري بلوكي
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ATTحال ماتريس تبديل همانندي را مي يابيم كه رابطه 1−=Λبايد يك بردار ويژه مستقل خطي و يك بردار ويژه .  را برآورده سازد
42,1تعميم يافته براي مقدار ويژه تكراري =λ 24,3و دو بردار ويژه مستقل خطي براي −=λ ،بدست آوريم  
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42,1 را براي1vل خطيابتدا دو بردار ويژه مستق =λ،بدست مي آوريم   
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   را محاسبه مي كنيم،1ϕسپس بردار ويژه تعميم يافته
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43حال دو بردار وبژه مستقل خطي , vv24,3 را براي −=λ،محاسبه مي كنيم  
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033
033

0
0
0
0

3003
5.0335.0
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co   به شكل زير خواهد بود،Tلذا ماتريس تبديل
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 ١٦

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

[ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

==
−

1020
111
1101
1020

3
14311 vvv ϕT  

   داريم،MATLAB  از نرم افزارستفادهبا ا

2-   0     0     0     

0     4     0     0     

0     1     4     0     

0     0     0     2-    

= J

1.0000    0.5000-   0         1.5000    

0         0.0417-   0.2500-   0.0417    

0         0.0417-   0.2500    0.0417    

1.0000    0.5000    0         1.5000    

= T

jordan(A)=J][T,

1]; 0 0 0.5;-3 1 3- 0;-0.5 3- 1 3;0- 0 0 [1=A

  

  
****************************************  

  

 )ط
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
=

841
121
124

A  

   را بدست مي آوريم،A قطري سازي شده ماتريسابتدا مقادير ويژه، بردارهاي ويژه و سپس فرم

1235.12578.6,4843.10605914
841

121
124

3,21
23 jAI ±==→=−+−=

−
−−−
−−−

=− λλλλλ
λ

λ
λ

λ  

فرم قطري بلوكي به صورت زير . ماتريس يك مقدار ويژه حقيقي و دو مقدار ويژه مختلط مزدوج دارد، بايد به فرم قطري بلوكي تبديل گردد
  است،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=Λ

2578.61235.10
1235.12578.60
004843.1

0
0

00

22

22

1

σω
ωσ

λ
  

ATT همانندي را مي يابيم كه رابطهحال ماتريس تبديل 1−=Λبراي اين منظور بردارهاي ويژه نظير هر يك از مقادير .  را برآورده سازد
   ويژه را بدست مي آوريم،
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 ١٧

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

⎥
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⎥
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⎢
⎢

⎣
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⎥
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841
121
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iiiiA vvv
λ

λ
λ

λ  

   براي محاسبه بردارهاي ويژه استفاده شده است،MATLABدر اينجا از نرم افزار 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=→=

3144.0
6782.0
6642.0

4843.1 11 vλ  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+
+

=→+=
7959.00940.0
2283.01706.0
3678.03757.0

1235.12578.6 22

j
j
j

j vλ  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=→−=
7959.00940.0
2283.01706.0
3678.03757.0

1235.12578.6 33

j
j
j

j vλ  

   به شكل زير خواهد بود،Tلذا ماتريس تبديل

{ } { }[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
==

7959.0
2283.0
3678.0

0940.0
1706.0
3757.0

3144.0
6782.0
6642.0

ImRe 221 vvvT  

 
   داريم،MATLAB  از نرم افزارستفادهبا ا

1.1235i+6.2578           0                  0        

          0        1.1235i - 6.2578             0        

          0                  0                  1.4843   

= J

0.7528i + 0.0724   0.7528i - 0.0724             0.1449-  

0.2189i + 0.1563   0.2189i - 0.1563             0.3125-  

0.3547i + 0.3470   0.3547i - 0.3470             0.3060   

= T

jordan(A)=J][T,

8]; 4- 1;-1 2 1;1 2 [4=A

 

****************************************  
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⎥
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⎡

=

0000
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1000
0102

A  

   را بدست مي آوريم،Aي سازي شده ماتريسابتدا مقادير ويژه، بردارهاي ويژه و سپس فرم قطر
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 ١٨

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

2,00)2(

000
000
100

0102

43,2,1
3 ==→=−=

−
−−

=− λλλλ

λ
λ

λ
λ

λ AI  

حال .  يك مقدار ويژه حقيقي تكراري مرتبه سه دارد، بايد به فرم قطري بلوكي جردن تبديل گردد يك مقدار ويژه حقيقي متمايز وماتريس
  بايد بدانيم چند تا بلوك جردن داريم،

123

0000
0000
1000

0102

rank4)(rank)( 11 =−=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−

−=−−=− AInAI λλν  

03,2,1بنابراين يك بردار ويژه مستقل خطي براي =λبه صورت زير  جردن فرم قطري بلوكي.  در نتيجه يك بلوك جردن داريم ، داريم
  است،
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ATTحال ماتريس تبديل همانندي را مي يابيم كه رابطه 1−=Λرا برآورده سازد .  
03,2,1 برايϕϕ,21 و دو بردار ويژه تعميم يافته1vبتدا بايد يك بردار ويژه مستقل خطيا =λ،بدست آوريم   
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,21ابتدا دو بردار ويژه مستقل خطي vv،را بدست مي آوريم   
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   را محاسبه مي كنيم،ϕϕ,21سپس بردارهاي ويژه تعميم يافته
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 ١٩

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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24حال بردار ويژه نظير مقدار ويژه حقيقي و متمايز =λ،را بدست مي آوريم  
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   به شكل زير خواهد بود،Tيللذا ماتريس تبد

[ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
==

0110
0200
0011
1100

4211 vv ϕϕT  

  
   داريم،MATLAB  از نرم افزارستفادهبا ا

0    0    0     0     

0     2     0     0     

0     0     0     0     

0     0     1     0     

= J

0         0         1.0000    0         

1.0000-   0         1.0000    0         

0.5000    0         0         1.0000    

0.5000    0.5000    0.5000-   0         

= T

jordan(A)=J][T,

0]; 0 0 0;0 0 0 1;0 0 0 0;0 1 0 [2=A

  

  
****************************************  
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 ٢٠

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  4حل تمرين شماره 
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⎣

⎡
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4000000
1400000
0040000
0014000
0000300
0000030
0000013

A  

ك هاي جردن آن را مشخص مي نماييم و سپس سوال ها را  پس ابتدا بلو،مشخص است كه ماتريس به فرم قطري بلوكي جردن است
  جواب مي دهيم،
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4000000
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A  

  .  اين ماتريس چند مقدار ويژه دارد؟ آنها را بيابيد)الف
33,2,1 هفت مقدار ويژه بصورتAبا توجه به عناصر روي قطر اصلي، ماتريس =λ) 47,6,5,4و) راري مرتبه سهحقيقي تك =λ)  حقيقي

  .دارد) تكراري مرتبه چهار
   وجود دارد؟Aچند بردار ويژه مستقل خطي براي ماتريس)  ب

  .ويژه مستقل خطي دارد چهار بردار Aتعداد بردارهاي ويژه مستقل خطي برابر با تعداد بلوك هاي جردن است، لذا ماتريس
   وجود دارد؟A چند بردار ويژه تعميم يافته براي ماتريس)ج

  . با توجه به اينكه هفت مقدار ويژه و چهار بردار ويژه مستقل خطي داريم، لذا سه بردار ويژه تعميم يافته وجود دارد
******************************************  

  5ن شماره حل تمري

3)2(rank,2
4)2(rank,2
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=+−===
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λλ  

  
   زير است، به يكي از فرم هايAفرم كانونيكال جردن ماتريس
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 ٢١

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

اصر زير قطر اصلي همگي عن.  است كه مقادير ويژه به ترتيب روي قطر اصلي قرار دارند×55با توجه به تعداد مقادير ويژه ابعاد ماتريس
  .براي تعيين عناصر بالاي قطر اصلي بايد تعداد بلوك هاي جردن را بدست آوريم. صفر هستند
145)2(rank)2(nullity4)2(rank,221 =−=−−=−→=−== IAnIAIAλλ  

22,1لذا يك بردار ويژه مستقل خطي براي =λداريم، پس يك بلوك جردن خواهيم داشت .  
235)2(rank)2(nullity3)2(rank,2543 =−=+−=+→=+−=== IAnIAIAλλλ  

25,4,3بردار ويژه مستقل خطي براياين بار دو  −=λترتيب قرار گرفتن اين دو بلوك اختياري . بلوك جردن خواهيم داشت داريم، پس دو 
  . است

**********************************************  
  6حل تمرين شماره 

)الف
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   را بدست مي آوريم،Aپس فرم قطري سازي شده ماتريسابتدا مقادير ويژه، بردارهاي ويژه و س

4,1,20)4)(1)(2(
310

220
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321 −=−==→=++−=
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−
=− λλλλλλ

λ
λ

λ
λ AI  

  فرم قطري كامل به صورت زير است،. از آنجاييكه سه مقدار ويژه حقيقي و متمايز دارد مي توان فرم قطري كامل را بدست آورد
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 ٢٢

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  . باشدIاتريس برابر با  مt=0بدست آمده درست است يا نه آن است كه براي  Ateيك راه سريع براي بررسي اينكه : نكته

  
   داريم،MATLAB  از نرم افزارستفادهبا ا
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
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   به شكل زير خواهد بود،Tلذا ماتريس تبديل
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 ٢٤

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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   بدست مي آيد،2c و 0c ،1cبا حل دستگاه معادلات بالا مقدار ضرايب 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

++−+
=

−
=

−++−+
=

−−

−

−−

9732
e)997(e)997(e972-

972
ee

9732
873)e-9781(873)e9781(e97194

97979

2

9797

1

97979

0

ttt

tt

ttt

c

c

c

  

  ماتريس انتقال حالت بصورت زير بدست مي آيد،
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  .ستيم بدون محاسبه نيز بدست آوريم را مي توان1vچون ماتريس حالت به فرم همبسته است، بردار ويژه
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   بصورت زير بدست مي آيد،Tماتريس تبديل
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  معادلات قطري سازي شده به فرم زير مي باشد،
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  . ابتدا معادله مشخصه و مقادير ويژه ماتريس حالت را بدست مي آوريم)الف
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   خواهد بود، 3v هم مزدوج بردار ويژه4vبردار ويژه

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
=

1
5.05.0

0
0

4 j
v  

   بصورت زير بدست مي آيد،Tماتريس تبديل

[ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

==

0
5.0

0
0

1
5.0

0
0

0
1
0
1

2
1
1
0

)Im()Re( 3311 vvv ϕT  
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  معادلات قطري سازي شده به فرم زير مي باشد،
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  معادلات قطري سازي شده به فرم زير مي باشد،
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  ماتريس انتقال حالت با استفاده از فرم قطري بلوكي به شكل زير بدست مي آيد،)د
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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   بصورت زير بدست مي آيد،Tماتريس تبديل
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  . حال بايد فرم قطري بلوكي جردن معادلات حالت را بدست آوريم)ج
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  معادلات قطري سازي شده به فرم زير مي باشد،
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  حالت با استفاده از فرم قطري بلوكي به شكل زير بدست مي آيد، ماتريس انتقال)د
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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   بصورت زير بدست مي آيد،U×33بنابراين ماتريس
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   بردارهاي ويژه متناظر با هر يك از آنها را بدست مي آوريم، دو مقدار ويژه حقيقي و متمايز دارد وAATماتريس
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   بصورت زير بدست مي آيد،V×22بنابراين ماتريس
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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   را بدست مي آوريم،A  حال تجزيه مقادير منفرد ماتريس-

TVUA Σ=  
   به شكل زير عمل مي نماييم،Uبراي محاسبه ماتريس.  هستندTAA بردارهاي ويژه يكامتعامد ماتريسUستون هاي ماتريس
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   را بدست مي آوريم،λ=361ابتدا بردار ويژه متناظر با.  دو مقدار ويژه حقيقي تكراري و يك مقدار ويژه حقيقي متمايز داردTAAماتريس
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rank)(213از آنجاييكه . حال بردارهاي ويژه متناظر با مقادير ويژه تكراري را بدست مي آوريم 1 =−=−− TAAIn λ است، لذا براي 
93,2مقدار ويژه تكراري =λزي به بدست آوردن بردار ويژه تعميم يافته نيست، دو بردار ويژه مستقل خطي داريم و نيا  
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   بصورت زير بدست مي آيد،U×33بنابراين ماتريس
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  با يكامتعامد سازي داريم،
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   را بدست مي آوريم،Vحال ماتريس
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9,9,36 قطري است لذا مقادير ويژه آن بصورتAATچون ماتريس 321 === λλλمي توان حال .  هستند و نيازي به محاسبه ندارند
  .  را بدست آوردAATهمانند روش قبل بردارهاي ويژه ماتريس
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                              جبر خطي كاربردي                                                   

  30/9/90                                              دهم سري يازحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ٥

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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rank)(213از آنجاييكه  2 =−=−− AAIn Tλ93,2 است، لذا براي مقدار ويژه تكراري =λ دو بردار ويژه مستقل خطي داريم و 
  نيازي به بدست آوردن بردار ويژه تعميم يافته نيست،
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  يد و نيازي به يكامتعامد سازي نداريم، بصورت زير بدست مي آV×33بنابراين ماتريس
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  : توجه 
IV يك ماتريس قطري باشد، مي توان بدون محاسبهAATزمانيكه ماتريس   . انتخاب كرد=
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  به شكل زير بدست مي آيد، Aلذا تجزيه مقادير منفرد ماتريس
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   نيز چنين نتيجه اي بدست مي آيد،MATLAB  با استفاده از نرم افزار -
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                              جبر خطي كاربردي                                                   

  30/9/90                                              دهم سري يازحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ٦

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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   است، TAA برابر با جذر مقادير ويژه ماتريسA  مقادير منفرد ماتريس-
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  ر است با، برابAپس مقادير منفرد ماتريس
3,5 21 == σσ  

rank)(2  رتبه ماتريس برابر تعداد مقادير منفرد غير صفر ماتريس است، لذا - =Aمي باشد .  
  
   را بدست مي آوريم،A  حال تجزيه مقادير منفرد ماتريس-

TVUA Σ=  
   به شكل زير عمل مي نماييم،Uبراي محاسبه ماتريس.  هستندTAA بردارهاي ويژه يكامتعامد ماتريسUستون هاي ماتريس
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   بردارهاي ويژه متناظر با هر يك از آنها را بدست مي آوريم، مقدار ويژه حقيقي و متمايز دارد و  دوTAAماتريس
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   بصورت زير بدست مي آيد،U×22بنابراين ماتريس
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  با يكا متعامد سازي داريم،
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   است،AAT بردارهاي ويژه ماتريسV را بدست مي آوريم، ستون هاي ماتريسVحال ماتريس
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                              جبر خطي كاربردي                                                   

  30/9/90                                              دهم سري يازحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ٧

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  متناظر با هر يك از آنها را بدست مي آوريم، مقدار ويژه حقيقي و متمايز دارد و بردارهاي ويژه  سهAATماتريس
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   بصورت زير بدست مي آيد،V×33بنابراين ماتريس
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  با يكامتعامد سازي داريم،
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   به شكل زير بدست مي آيد،A تجزيه مقادير منفرد ماتريس  لذا-
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                              جبر خطي كاربردي                                                   

  30/9/90                                              دهم سري يازحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ٨

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

   نيز چنين نتيجه اي بدست مي آيد،MATLAB  با استفاده از نرم افزار -
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   است، TAA برابر با جذر مقادير ويژه ماتريسA  مقادير منفرد ماتريس-
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   برابر است با،Aپس مقادير منفرد ماتريس
0,3,3 321 === σσσ  

rank)(2رابر تعداد مقادير منفرد غير صفر ماتريس است، لذا   رتبه ماتريس ب- =Aمي باشد .  
   را بدست مي آوريم،A  حال تجزيه مقادير منفرد ماتريس-

TVUA Σ=  
  

   به شكل زير عمل مي نماييم،Uبراي محاسبه ماتريس.  هستندTAA بردارهاي ويژه يكامتعامد ماتريسUستون هاي ماتريس
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                              جبر خطي كاربردي                                                   

  30/9/90                                              دهم سري يازحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ٩

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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92,1باابتدا بردار ويژه متناظر .  دو مقدار ويژه حقيقي تكراري و يك مقدار ويژه حقيقي متمايز داردTAAماتريس =λ  مقادير ويژه تكراري
rank)(213از آنجاييكه . را بدست مي آوريم 1 =−=−− TAAIn λ92,1 است، لذا براي مقدار ويژه تكراري =λ دو بردار ويژه 

  مستقل خطي داريم و نيازي به بدست آوردن بردار ويژه تعميم يافته نيست،
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  .حال بردارهاي ويژه متناظر با مقادير ويژه متمايز را بدست مي آوريم
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   بصورت زير بدست مي آيد،U×33بنابراين ماتريس
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  با يكامتعامد سازي داريم،
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   را بدست مي آوريم،Vحال ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

524
282
425

120
202

021

120
202

021
AAT  

0,9,90)9(
524

282
425

321
2 ===→=−=

−
−

−
=− λλλλλ

λ
λ

λ
λ AAI T  

  .  را بدست آوردAATحال مي توان همانند روش قبل بردارهاي ويژه ماتريس
92,1ردار ويژه متناظر باابتدا ب.  دو مقدار ويژه حقيقي تكراري و يك مقدار ويژه حقيقي متمايز داردAATماتريس =λ مقادير ويژه تكراري 

rank)(213از آنجاييكه . را بدست مي آوريم 1 =−=−− AAIn Tλ92,1 است، لذا براي مقدار ويژه تكراري =λ دو بردار ويژه 
  مستقل خطي داريم و نيازي به بدست آوردن بردار ويژه تعميم يافته نيست،
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                              جبر خطي كاربردي                                                   

  30/9/90                                              دهم سري يازحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ١٠

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  .حال بردارهاي ويژه متناظر با مقادير ويژه متمايز را بدست مي آوريم
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   بصورت زير بدست مي آيد،V×33بنابراين ماتريس
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  با يكامتعامد سازي داريم،
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   به شكل زير بدست مي آيد،Aقادير منفرد ماتريسلذا تجزيه م
T
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   نيز چنين نتيجه اي بدست مي آيد،MATLAB  با استفاده از نرم افزار -

0.6667-   0.4472-   0.5963-   

0.3333-   0.8944    0.2981-   

0.6667-   0         0.7454    

=V

0     0     0     

0     3     0     

0     0     3     
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0.6667-   0.7454-   0         

0.3333-   0.2981    0.8944    
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svd(A)=V]S,[U,
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                              جبر خطي كاربردي                                                   

  30/9/90                                              دهم سري يازحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ١١

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  2حل تمرين شماره 

maxmin σσ ≤≤
x
xA  
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2
maxmax2
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2
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,
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,
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maxmaxmax σσλ =→=====⎟
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≠≠≠≠
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   استA كه جذر آن بزرگنرين مقدار منفرد ماتريسAAT                                    بزرگترين مقدار ويژه ماتريس
xxxxنشان مي دهيم چرا   - AAAA T,,   .است =

xxxxxxxxxx AAAAAAAAAA TTTTTT ,)()()(, ====  

,maxنشان مي دهيم چرا -

,
max λ=

≠ xx

xx
0x

AAT

  . است 

   نشان مي دهيم كه تساوي زير برقرار است، ابتدابراي اين منظور

zz
zz

xx

xx

,
,

,

, Λ
=

AAT

  

)(),,(در اين تساوي 1
1

n
T diagTAAT λλ K==Λ zx تحت تبديل هماننديAAT فرم قطري سازي شده ماتريس− T= است 

 AATمي دانيم ماتريس . هستندAAT ماتريس مدال است كه ستون هاي آن بردارهاي ويژه مستقل خطي ماتريسTلذا ماتريس
لذا .  هستند و مستقل خطيمتعامد) iv(بت و بردارهاي ويژه آن حقيقي و مث) λ(قارن و مثبت معين است، يعني مقادير ويژه آن مت

=−1 يك ماتريس متعامد است، يعنيTماتريس مدال TT Tاست .  
zzzzzzzzxxxx ,)()(, ===== TTTTT TTTT  

zzzzzzzzxxxx Λ=Λ=Λ=Λ== −− ,))(()(, 11 TTTTTTT TTTTTTTTAAAA  

بنابراين تساوي
zz
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,
,

,

, Λ
=

AAT

عنصر بزرگترين قدر مطلق نُرم يك ماتريس قطري برابر است كه مي دانيم كه . رقرار استب 

   لذا داريم،، هستندAAT مقادير ويژهΛ چون عناصر قطري ماتريس وقطري آن ماتريس

maxmax ,

,
max

,
,

max λλ =→=
Λ

≠≠ xx

xx

zz
zz

0x0x

AAT

  

  

minminبه همين ترتيب مي توان نشان داد كه  σ=
≠ x

x
0x

A  به عبارتيmaxmin σσ ≤≤
x
xA است.  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                              جبر خطي كاربردي                                                   

  30/9/90                                              دهم سري يازحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ١٢

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  3حل تمرين شماره 
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   را بدست مي آوريم،A ابتدا تجزيه مقادير منفرد ماتريس-
TVUA Σ=  

   را بدست مي آوريم،Uماتريس ابتدا -
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ابتدا بردارهاي ويژه متناظر با مقادير ويژه تكراري را .  دو مقدار ويژه حقيقي تكراري و يك مقدار ويژه حقيقي متمايز داردTAAماتريس
rank)(213ز آنجاييكه ا. بدست مي آوريم 1 =−=−− IAAn T λ252,1 است، لذا براي مقدار ويژه تكراري =λ دو بردار ويژه 

  مستقل خطي داريم و نيازي به بدست آوردن بردار ويژه تعميم يافته نيست،
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   بصورت زير بدست مي آيد،U×33بنابراين ماتريس
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  . يك است، لذا نيازي به يكامتعامد سازي نداريمUچون نُرم بردارهاي ستوني ماتريس
   را بدست مي آوريم،V حال ماتريس-
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                              جبر خطي كاربردي                                                   

  30/9/90                                              دهم سري يازحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ١٣

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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ابتدا بردارهاي ويژه متناظر با مقادير ويژه تكراري را .  دو مقدار ويژه حقيقي تكراري و يك مقدار ويژه حقيقي متمايز داردAATماتريس
rank)(213از آنجاييكه . بدست مي آوريم 1 =−=−− IAAn T λ252,1 است، لذا براي مقدار ويژه تكراري =λدو بردار ويژه  

  مستقل خطي داريم و نيازي به بدست آوردن بردار ويژه تعميم يافته نيست،
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   بصورت زير بدست مي آيد و باز هم نيازي به يكامتعامد سازي نداريم،V×33بنابراين ماتريس
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   به شكل زير بدست مي آيد،Aقادير منفرد ماتريس لذا تجزيه م
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***********************************************  

   دارد، يك ماتريس قطري باشد، مي توان روشي بصورت زير انتخاب كرد كه راه حل ساده تريAAT زمانيكه ماتريس:توجه
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IV يك ماتريس قطري است، مي توانAATچون  را داريم كه آن هم بسيار ساده U انتخاب كرد، با اين كار فقط محاسبه ماتريس=
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                              جبر خطي كاربردي                                                   

  30/9/90                                              دهم سري يازحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ١٤

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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   با رعايت چينش مقادير منفرد از بزرگترين مقدار تا كوچكترين مقدار به شكل زير بدست مي آيد،Aلذا تجزيه مقادير منفرد ماتريس
T
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   نيز چنين نتيجه اي بدست مي آيد،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0    1    0     

1     0     0     

0     0     1     

= V

3     0     0     

0     5     0     

0     0     5     

= S

1.0000    0         0         

0         0.6000    0.8000-   

0         0.8000    0.6000    

=U 

svd(A)=V]S,[U,

0] 3 3;0 0 4;-4 0 [3=A

  

  
**********************************************************  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                              جبر خطي كاربردي                                                   

  30/9/90                                              دهم سري يازحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ١٥

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

==17)  ب
x
y

,yxA                                            

2
2

2
31

2
31

2

31

31

3

2

1

)3()34()43(
3

34
43

030
304
403

xxxxx
x

xx
xx

x
x
x

++−++=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+−
+

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−= yy  

17
)()()(

)3()34()43(
2

3
2

2
2

1

2
2

2
31

2
31 =

++

++−++
=

xxx

xxxxx
x
y  

  
2
2

2
3

2
1

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1 17171792525 xxxxxxxxx =+→++=++  

***********************************************  

0x)  ج
x
y

≠= ,50                                            

  
   رابطه زير را داريم،Aرابطه اي برقرار نمي باشد، زيرا با توجه به مقدار مقادير منفرد ماتريسچنين 

5313 ≤≤→≤≤
x
y

x
y

σσ  

yxلذا حداكثر بزرگنمايي نگاشت =A51 برابر با =σ550 است و   . مي باشد<
  

**********************************************  
  4حل تمرين شماره 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

+
=

1
1
1

,
101
011
211

b
ε

A     

  
   بررسي مي نماييم، راA رتبه ماتريسε=0به ازاي) الف

2)(rank
101
011
211

=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−= AA  

  . يك ماتريس منفرد استε=0 به ازايAلذا با توجه به نقص رتبه، ماتريس
  

******************************************************  
  دست مي آوريم، ماتريس معكوس را بε=1به ازاي) ب
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                              جبر خطي كاربردي                                                   

  30/9/90                                              دهم سري يازحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ١٦

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

==→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−= −

311
201
211

,3)(rank
101
011
212

1AAA  

   را بدست مي آوريم،Aبراي محاسبه عدد حالت، مقادير منفرد ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

525
221
516

101
011
212

102
011
112

AAT  

0467.0,9432.1,0101.110
525

221
516

321 ===→=
−−−
−−−
−−−

=− λλλ
λ

λ
λ

λ AAI T  

  
0467.0,9432.1,0101.11 321 === σσσ  

  

3478.15
0467.0
0101.11

3

1 ===
σ
σ

κ A  

   بصورت زير مي توان نوشت،با توجه به تعريفي كه براي نرُم داشتيم
1

3

1

3

1
1

1, −− ==→== AAAA A σ
σ

κ
σ

σ  

******************************************************  
   را بدست مي آوريم،A عدد حالت ماتريسε=0001.0به ازاي) ج
  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

520002.3
220001.0

0002.30001.00002.3

101
011
210001.1

102
011
110001.1

AAT  

  
55550000000005.0,3542.2,6460.70 321 ===→=− λλλλ AAI T  

  
00002357.0,5343.1,7651.2 321 === σσσ  

  

1101732.1
00002357.0

7651.2 5

3

1 >>×===
σ
σ

κ A  

  
bx دارد، معادلهAبا توجه به عدد حالت بزرگي كه ماتريس =A يك سيستم ill conditionاست .  

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir



  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                              جبر خطي كاربردي                                                   

  30/9/90                                              دهم سري يازحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ١٧

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−→=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−→=

0.999
0.999
0.1000

1
1
1.1

101
011
210001.1

1
1

0

1
1
1

101
011
210001.1

xxbx

xxbx

A

A

  

  . بسيار حساس استb در بردار بودن نسبت به تغييرات هر چند كوچكill conditionمشخص است سيستم به دليل 
  

**********************************************  
  5حل تمرين شماره 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→=

140
56

534839
161921
258 k

A xbx  

  
   بصورت زير است،k=15جواب معادلات براي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

1
1
1

140
56
15

534839
161921
258

140
56
15

534839
161921
258 1

xx  

  
   بصورت زير است،k=9.14جواب معادلات براي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

7.25
9.49
9.22

140
56

9.14

534839
161921
258

140
56
15

534839
161921
258 1

xx  

  
   را بدست مي آوريم،A بودن اين سيستم، عدد شرطي ماتريسill conditionبراي بررسي جواب ها بطور چشمگيري تغيير كرده است، 

   سه مقدار منفرد بصورت زير دارد،Aماتريس
0013.0,5434.8,8181.87 321 === σσσ  

1107552.6
0013.0
8181.87 4

3

1 >>×===
σ
σ

κ A  

bx دارد، معادلهAبا توجه به عدد حالت بزرگي كه ماتريس =A يك سيستم ill conditionلذا تغييرات بسيار كوچك در مقدار .  است
  . مي گرددx سبب بروز خطاي محاسباتي زيادي در محاسبهbبردار

**********************************************  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
   91-90 نيمسال اول                              جبر خطي كاربردي                                                   

  30/9/90                                              دهم سري يازحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ١٨

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  6حل تمرين شماره 
  براي محاسبه عدد حالت ابتدا بايد مقادير منفرد هر يك از ماتريس ها را بدست آوريم،

1105452.5
00000017.0

3256.94900000017.0,5297.61,3256.949

194845
4510
42221

1101047.1
0007.0
3164.740007.0,0016.20,3164.74

18171
11719

181

9282.13
7949.26
2051.3737949.26,0000.100,2051.373

300100100
1001000
1000100

7

3

1
321

5

3

1
321

3

1
321

>>×===→===

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=

>>×===→===

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−
=

===→===

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=

σ
σ

κσσσ

σ
σ

κσσσ

σ
σ

κσσσ

C

B

A

C

B

A

  

  
  . استA well condition و ماتريسill condition به شدت B وCبا توجه به عدد حالت هر يك از ماتريس ها ماتريس
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                              جبر خطي كاربردي                                                   

  7/10/90                                           ري دوازدهم سحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ١

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  1 شماره حل تمرين

 )الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

11
01
10

A  

  بدست مي آوريم، بصورت زيررا  Aتجزيه مقادير منفرد ماتريسابتدا 

T

TVUA ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Σ=
−

−−

−

2
1

2
1

2
1

2
1

3
1

6
2

3
1

2
1

6
1

3
1

2
1

6
1

00
10
03

0
  

nmAبراي ماتريس #ماتريس شبه معكوس×
mnA    بصورت زير بدست مي آيد،×

0,)0,,0,1,,1,1diag(, 2121
### >≥≥≥=ΣΣ= kk

TUVA σσσσσσ LKK  
   را بدست مي آوريم،Σ#لذا ابتدا

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=Σ==

010
00

00
00

,1,3 3
1

1

1
#

21
2

1

σ

σσσ  

  ماتريس شبه معكوس بصورت زير بدست مي آيد،

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=Σ=

−

−
−−

−
−

3
1

3
1

3
2

3
1

3
2

3
1

3
1

6
2

3
1

2
1

6
1

3
1

2
1

6
1

3
1

2
1

2
1

2
1

2
1

##

0
010
00

T

TUVA  

   داريم،MATLAB با استفاده از نرم افزار

0.3333    0.3333-   0.6667    

0.3333    0.6667    0.3333-   

= ans

pinv(A)

1]; 0;1 1;1 [0=A

  

*******************************************  

 )ب
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

124
214
222

A  

  بدست مي آوريم، بصورت زيررا  Aتجزيه مقادير منفرد ماتريسابتدا 
T

TVUA
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=Σ=

−

−

100
010
001

300
030
006

3
1

3
2

3
2

3
2

3
1

3
2

3
2

3
2

3
1

  

nmAبراي ماتريس #ماتريس شبه معكوس×
mnA    بصورت زير بدست مي آيد،×

0,)0,,0,1,,1,1diag(, 2121
### >≥≥≥=ΣΣ= kk

TUVA σσσσσσ LKK  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                              جبر خطي كاربردي                                                   

  7/10/90                                           ري دوازدهم سحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ٢

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

   را بدست مي آوريم،Σ# ابتدا

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Σ===

3
1

3
1

6
1

1

1
1

1

#
321

00
00
00

00
00
00

,3,3,6

3

2

σ

σ

σ

σσσ  

  و ماتريس شبه معكوس بصورت زير بدست مي آيد،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=Σ=

−

−

−

−

9
1

9
2

9
2

9
2

9
1

9
2

9
1

9
1

18
1

3
1

3
2

3
2

3
2

3
1

3
2

3
2

3
2

3
1

3
1

3
1

6
1

##

00
00
00

100
010
001 T

TUVA  

  
   داريم،MATLAB با استفاده از نرم افزار

0.1111   0.2222   0.2222-   

0.2222    0.1111    0.2222    

0.1111-   0.1111    0.0556    

= ans

pinv(A)

1]; 2 2;-4 1 2;4- 2 [2=A

  

  
*******************************************  

⎥ )ج
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
232

223
A  

  بدست مي آوريم، بصورت زيررا  Aتجزيه مقادير منفرد ماتريسابتدا 
T

TVUA
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=Σ=

−−

−

−
−

3
1

18
4

3
2

18
1

2
1

3
2

18
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

0
030
005  

nmAبراي ماتريس #ماتريس شبه معكوس×
mnA    بصورت زير بدست مي آيد،×

0,)0,,0,1,,1,1diag(, 2121
### >≥≥≥=ΣΣ= kk

TUVA σσσσσσ LKK  
   را بدست مي آوريم،Σ#بتدا ا

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=Σ==

00
0

0

00
0

0
,3,5 3

1
5
1

1

1

#
21 2

1

σ

σ

σσ  

  و ماتريس شبه معكوس بصورت زير بدست مي آيد،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Σ=
−

−

−−

−

−

9
2

9
2

45
7

45
2

45
2

45
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  7/10/90                                           ري دوازدهم سحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ٣

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

   داريم،MATLAB با استفاده از نرم افزار
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  2ماره حل تمرين ش
TUVA كه شبه معكوس معرفي شده بصورتثابت كنيد ## Σ= جواب مسئله حداقل مربعات براي دستگاه معادلات ناسازگار 
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==1 متعامد هستند، لذا TUU  1 و== TVVاست  .  
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0بنابراين
#

0 bx Σ= 00برداري است كه مقدار bx −Σ  با توجه به اينكهبه ازاي آن حداقل مي شود وbb TU=0 و xx TV=0 
00minmin  و است bxbx −Σ=−A مي باشد، مي توان جواب حداقل مربعات براي bx =Aرا هم بدست آورد ،  
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bxلذا  TUV #Σ=جواب حداقل مربعات براي bx =Aمي باشد و TUVA ## Σ= همان شبه معكوس ماتريسAاست .  
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
  91-90 نيمسال اول                              جبر خطي كاربردي                                                   

  7/10/90                                           ري دوازدهم سحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ٤

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  3حل تمرين شماره 
نمي توان جواب حداقل مربعات را با است،  ill condition ماتريس يك  AAT  ياد نقص رتبه دارAزمانيكه ماتريس: توجه 

bxاستفاده از معادله نُرمال بصورت TT AAA 1)(ˆ در چنين واقعي از ماتريس شبه معكوس و تجزيه مقادير  بدست آورد، =−
  .ممنفرد براي حل مسئله حداقل مربعات استفاده مي نمايي
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  . ابتدا سازگار يا ناسازگار بودن سيستم را بررسي مي نماييم  -
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rank)(1از آنجاييكه  =A 2 و)|(rank =bAبا.  است، لذا سيستم ناسازگار است و بايد جواب حداقل مربعات را براي آن بدست آورد 
  . براي حل مسئله حداقل مربعات بايد از شبه معكوس استفاده كردA نبودن ماتريسfull rankتوجه به 

  
   است، AAT برابر با جذر مقادير ويژه ماتريسA  مقادير منفرد ماتريس-
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   برابر است با،Aپس مقادير منفرد ماتريس
0,70 21 == σσ  

  
   را بدست مي آوريم،A  حال تجزيه مقادير منفرد ماتريس-

TVUA Σ=  
   به شكل زير عمل مي نماييم،Uبراي محاسبه ماتريس.  هستندTAAمد ماتريس بردارهاي ويژه يكامتعاUستون هاي ماتريس
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  بنام خداوند بخشنده و مهربان
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  7/10/90                                           ري دوازدهم سحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ٥

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  .  يك مقدار ويژه حقيقي متمايز و يك مقدار ويژه حقيقي تكراري مرتبه دو داردTAAماتريس
   ويژه متناظر با مقدار حقيقي متمايز را بدست مي آوريم،ابتدا بردار

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=→=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
→=−→=

3
2

1

253015
305010
151065

)(70 1

31

21

11

111 u00u
u
u
u

AAI Tλλ  

  
rank)(213براي مقدار ويژه تكراري 2 =−=−− TAAIn λ است لذا دو بردار ويژه مستقل خطي داريم و نيازي به محاسبه بردار 
  .ويژه تعميم يافته نيست
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  بصورت زير بدست مي آيد،با يكامتعامد سازي  U×33 ماتريسبنابراين
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  ت، اسAAT بردارهاي ويژه ماتريسV را بدست مي آوريم، ستون هاي ماتريسVحال ماتريس
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   دو مقدار ويژه حقيقي و متمايز دارد و بردارهاي ويژه متناظر با هر يك از آنها را بدست مي آوريم،AATماتريس
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  بصورت زير بدست مي آيد،با يكا متعامد سازي  V×22بنابراين ماتريس
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 ٦

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

   به شكل زير بدست مي آيد،A  لذا تجزيه مقادير منفرد ماتريس-
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  حال ماتريس شبه معكوس را بدست مي آوريم،

TUVA ## Σ=  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=→⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=Σ

−−

−
−

−−

−

70
6

70
4

70
2

70
3

70
2

70
1

19
1

6
1

14
3

19
3

6
2

14
2

19
3

6
1

14
1

70
1

5
1

5
2

5
2

5
1

#70
1

#

000
00

000
00

T

A  

  لذا جواب حداقل مربعات بصورت زير بدست مي آيد،
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  . ابتدا سازگار يا ناسازگار بودن سيستم را بررسي مي نماييم  -
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rank)(1از آنجاييكه  =A 2 و)|(rank =bAبا .  است، لذا سيستم ناسازگار است و بايد جواب حداقل مربعات را براي آن بدست آورد
  .رد براي حل مسئله حداقل مربعات بايد از شبه معكوس استفاده كA نبودن ماتريسfull rankتوجه به 

  
   است، AAT برابر با جذر مقادير ويژه ماتريسA  مقادير منفرد ماتريس-
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   برابر است با،Aپس مقادير منفرد ماتريس
0,18 21 == σσ  
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  7/10/90                                           ري دوازدهم سحل تمرين هايصدقي زاده                                            :  مدرس

 ٧

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

   را بدست مي آوريم،A مقادير منفرد ماتريس  حال تجزيه-
TVUA Σ=  

   به شكل زير عمل مي نماييم،Uبراي محاسبه ماتريس.  هستندTAA بردارهاي ويژه يكامتعامد ماتريسUستون هاي ماتريس
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  .  يك مقدار ويژه حقيقي متمايز و يك مقدار ويژه حقيقي تكراري مرتبه دو داردTAAماتريس
   ويژه متناظر با مقدار حقيقي متمايز را بدست مي آوريم،ابتدا بردار
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rank)(213ريبراي مقدار ويژه تكرا 2 =−=−− TAAIn λلذا دو بردار ويژه مستقل خطي داريم و نيازي به محاسبه بردار ، است 
  .ويژه تعميم يافته نيست
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  بصورت زير بدست مي آيد،با يكامتعامد سازي  U×33بنابراين ماتريس
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   است،AAT بردارهاي ويژه ماتريسV را بدست مي آوريم، ستون هاي ماتريسVحال ماتريس
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  ارد و بردارهاي ويژه متناظر با هر يك از آنها را بدست مي آوريم، دو مقدار ويژه حقيقي و متمايز دAATماتريس
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 ٨

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  بصورت زير بدست مي آيد،با يكا متعامد سازي  V×22بنابراين ماتريس
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   به شكل زير بدست مي آيد،A  لذا تجزيه مقادير منفرد ماتريس-
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  حال ماتريس شبه معكوس را بدست مي آوريم،
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  لذا جواب حداقل مربعات بصورت زير بدست مي آيد،
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  . ابتدا سازگار يا ناسازگار بودن سيستم را بررسي مي نماييم  -
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  . براي حل مسئله حداقل مربعات بايد از شبه معكوس استفاده كردA نبودن ماتريسfull rankبا توجه به 

   است، AAT برابر با جذر مقادير ويژه ماتريسA  مقادير منفرد ماتريس-
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 ٩

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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   برابر است با،Aپس مقادير منفرد ماتريس
0,1,2 321 === σσσ  

   را بدست مي آوريم،A  حال تجزيه مقادير منفرد ماتريس-
TVUA Σ=  

   به شكل زير عمل مي نماييم،Uبراي محاسبه ماتريس.  هستندTAA بردارهاي ويژه يكامتعامد ماتريسUريسستون هاي مات
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   ويژه متناظر با مقدار حقيقي متمايز را بدست مي آوريم،هايبردار. داردمايز  سه مقدار ويژه حقيقي متTAAماتريس
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  بصورت زير بدست مي آيد،با يكامتعامد سازي  U×33بنابراين ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= −−

−

0
3

1
6

2
2
1

3
1

6
1

2
1

3
1

6
1

U[ ] →
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−
=

0
1

1

1
1
1

2
1
1

321 uuu  

  
   است،AAT بردارهاي ويژه ماتريسV را بدست مي آوريم، ستون هاي ماتريسVحال ماتريس
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 ١٠

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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  بردارهاي ويژه متناظر با مقدار حقيقي متمايز را بدست مي آوريم،. مايز دارد سه مقدار ويژه حقيقي متAATماتريس
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  بصورت زير بدست مي آيد،با يكامتعامد سازي  V×33بنابراين ماتريس
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   به شكل زير بدست مي آيد،A  لذا تجزيه مقادير منفرد ماتريس-
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  حال ماتريس شبه معكوس را بدست مي آوريم،
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  لذا جواب حداقل مربعات بصورت زير بدست مي آيد،
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 ١١

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  4حل تمرين شماره 
#1باشد، غيرمنفرد Aماتريس مانيكهز   )الف −= AA است.  

   خواهد بود،آن بصورت زيرتجزيه مقادير منفرد  غيرمنفرد باشد Aزمانيكه ماتريس
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   هر يك بصورت زير بدست مي آيند،A# و A−1حال 
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  .مشخص است كه هر دو مقدار يكساني دارند
**************************************  

AA )ب =## ## و )( )()( TT AA =  
 A را براي ماتريسmoore-penrose باشد بايد چهار شرط A يك شبه معكوس براي ماتريسA#طبق تعريف براي اينكه ماتريس 
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 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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 ١٣

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

AAبراي اثبات تساويو  =##  بايد چهار A است، پس ماتريسA# يك شبه معكوس براي ماتريسA بايد نشان دهيم كه ماتريس)(
   برآورده سازد،A# را براي ماتريسmoore-penroseشرط 
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 ١٤

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  5حل تمرين شماره 
  

  x)(سال   1900  1910  1920  1930  1940  1950  1960  1970  1980

  y)(جمعيت   76 / 0  92 / 0  105 / 7  123 / 2  131 / 7  150 / 7  179 / 3  203 / 2  226 / 5
  )ميليون(

  
cbxaxyبا محاسبه شبه معكوس يك مدل مرتبه دوم بصورت) الف ++=  بر اساس روش حداقل مربعات براي افزايش جمعيت 2

  .بدست آوريد

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦
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⎢
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⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

→=

5.226
2.203
3.179
7.150
7.131
2.123
7.105
0.92
0.76

11980)1980(
11970)1970(
11960)1960(
11950)1950(
11940)1940(
11930)1930(
11920)1920(
11910)1910(
11900)1900(

2

2

2

2

2

2

2

2

2

c
b
a

A yx  

بديهي است كه دستگاه معادلات بدست آمده ناسازگار است و جواب مسئله حداقل مربعات با استفاده از شبه معكوس بصورت زير بدست 
  مي آيد،

TUVAA ### ,ˆ Σ== yx  
  

   را بدست مي آوريم،A ماتريسSVDلذا ابتدا تجزيه 
TVUA Σ=  

  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0.4371    0.3296-  0.1454-   0.0102-   0.0758    0.1128    0.5258    0.5135-   0.3470    

0.3772-   0.7233   0.1912-   0.1205-   0.0647-   0.0239-   0.1285    0.3798-   0.3435    

0.2266-   0.2236-  0.7885    0.1902-   0.1597-   0.1200-   0.1549-   0.2474-   0.3401    

0.1110-   0.1703-  0.2064-   0.7807    0.2091-   0.1757-   0.3243-   0.1164-   0.3366    

0.0305-   0.1166-  0.1757-   0.2078-   0.7871    0.1910-   0.3798-   0.0133    0.3332    

0.0149    0.0627-  0.1196-   0.1558-   0.1712-   0.8342    0.3213-   0.1417    0.3297    

0.3273    0.0157-  0.2655-   0.4221-   0.4854-   0.4555-   0.1489-   0.2687    0.3263    

0.4800    0.4529    0.3949    0.3061    0.1864    0.0359    0.1375    0.3945    0.3229    

0.5141-   0.2576-   0.0796-   0.0198    0.0408    0.0168-   0.5379    0.5188   0.3196    

 U
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 ١٥

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 
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   را بدست مي آوريم،Σ#حال ماتريس
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  و جواب مسئله حداقل مربعات بصورت زير بدست مي آيد،

yyx TUVA ##ˆ Σ==  
  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
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⎦
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⎢
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⎡
=

58896635897.0044 

97938.7173354- 

770.01045562  

c
b
a

x̂  

  
cbxaxy منحني مرتبه دوم بنابراين ضرايب ++= co  در ادامه منحني بدست آمده به همراه نقاط داده رسم شده است،.  بدست مي آيد2
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 ١٦

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980
60

80

100

120

140

160

180

200

220

240

  
*********************************  

  . تخمين بزنيد1990ميزان جمعيت را در سال ) الف(بر اساس مدل بدست آمده در بخش ) ب
  

  مدل بدست آمده به شكل زير است،
0044588966.358977173354979.380104556277.0 2 +−= xxy  

   بصورت زير خواهد بود،  1990لذا جمعيت در سال 
  

0104556277.0)1990(838.2540044588966.3589719007173354979.38ميليون  2 =+×−×=y  
  

**********************************************  
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 ١٧

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

  6حل تمرين شماره 
  با استفاده از كد داده شده، )الف

)picture' maintitle(' , imshow(P) figure(1),

map);, ind2gray(B  P

);indexed'', Aim2double( B

);'roteyl.bmpimread(' map][A,

=

=

=

  

  تصوير حاصل بصورت زير مي باشد،

main picture

  
   چند است؟Pرتبه ماتريس.  را بيابيدPر منفرد ماتريس مقاديMATLAB در نرم افزار svd(P)با استفاده از دستور  )ب 

  
  . كه مقادير منفرد آن بصورت زير استذخيره مي شود ×130107 با ابعادPبه اين ترتيب تصوير مربوطه در يك ماتريس

06.0   
   

4.3051    
4.4494    
10.7428    
84.8793   

107

4

3

2

1

=

=
=
=
=

σ

σ
σ
σ
σ

M

  

  
)(107 نتيجه مي گيريم كهPبا توجه به تعداد مقادير منفرد غير صفر ماتريس =Prankاست .  

****************************************  
  خطاي تقريب چند است؟.  بدست آوريدP با توجه به مقادير منفرد بدست آمده يك تقريب رتبه پايين مناسب براي ماتريس)ج

   بصورت زير است،Pتجزيه مقادير منفرد ماتريس
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  .  كه تصاوير حاصل در شكل بعدي نشان داده شده استمبا رتبه هاي مختلف در نظر مي گيري تقريبشش  Pحال براي ماتريس
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 ١٨

 دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي
  گروه كنترل–دانشكده برق 

rank = 5 rank = 10

rank = 20 rank = 50

rank = 70 rank = 100

  
  براي رسم تصاوير از كد زير مي توان استفاده نمود،

)100'  ranktitle('),100)':V(:,1*100):100,1:S(1*100):,1imshow(U(:6),subplot(32

)70'  ranktitle('),70)':V(:,1*70):70,1:S(1*70):,1imshow(U(:5),subplot(32

)50'  ranktitle('),50)':V(:,1*50):50,1:S(1*50):,1imshow(U(:4),subplot(32

)20'  ranktitle('),20)':V(:,1*20):20,1:S(1*20):,1imshow(U(:3),subplot(32

)10'  ranktitle('),10)':V(:,1*10):10,1:S(1*10):,1imshow(U(:2),subplot(32

)5'  ranktitle('),5)':V(:,1*5):5,1:S(1*5):,1imshow(U(:1),subplot(32

figure(2)

svd(P);V]S,[U,

=

=

=

=

=

=

=

  

  . د تصوير وضوح لازم را دارد به بع20از رتبه مشخص است كه 
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  لذا خطاي تقريب بصورت زير است،
7127.121 ==− σappoxPP  
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