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  آشنایی با مبانی کنترل دیجیتالآشنایی با مبانی کنترل دیجیتال  ::بخش اولبخش اول  33

 مقدمه  -1-1

یک سیستم دیجیتال، سیستمی است که با سیگنال هاي دیجیتال که رشته هایی از اعداد باینري صفر و یک هستند، سر و 
با گسترش استفاده کاربردي کامپیوترهاي دیجیتال در تمامی عرصه هاي مهندسی مخصوصا مهندسی برق، لزوم . کار دارد

در این درس به تحلیل . طراحی و تحلیل سیستم هاي دیجیتالی که توانایی کار با کامپیوتر را ممکن سازند اهمیت پیدا نمود
  . و طراحی این گونه سیستم ها می پردازیم

  :نظور مختلف به کار برده شده انددر مهندسی کنترل، کامپیوترهاي دیجیتال براي دو م

هاي کنترل  یستم هاي کنترل پیچیده شامل شبیه سازي دیجیتالی و محاسبه دیجیتالی دینامیکاز آنها براي تحلیل و ترکیب س •
  .پیچیده استفاده شده است

  .بصورت کنترل کننده ها در سیستم هاي کنترل بکار برده شده اند •

  .بخوبی آشنا شویمابتدا لازم است با سیگنال هاي گسسته و دیجیتال و کنترل آنها براي آشنایی با سیستم هاي دیجیتال 

  انواع سیگنال - 1-2

  :دسته تقسیم می گردنددو  سیگنال ها بطور کلی به

 پیوسته- زمانسیگنالهاي  •
 گسسته- زمانسیگنال هاي  •

. گردد پیوسته سیگنالی است که در گستره پیوسته اي از زمان تعریف می- سیگنال زمان پیوسته-زمانسیگنال هاي  - 1
اگر دامنه سیگنال . یا تعداد محدودي از مقادیر را انتخاب نماید یرمقادوسته اي از دامنه این سیگنال ممکن است گستره پی

  .گوییم آنالوگ پیوسته، مقادیر پیوسته اي را اختیار کند، سیگنال پیوسته را از نوع
گسسته سیگنالی است که تنها در لحظه هاي گسسته اي از زمان تعریف - سیگنال زمان گسسته- زمانسیگنال هاي  -2

  . شود می
  

    
 )ب(  )الف(

  گسسته-سیگنال زمان) ب آنالوگ پیوسته- سیگنال زمان) الف 1-1شکل 
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  مهم تعاریف
- زمانپیوسته به یک سیگنال -نال زمانتبدیل یک سیگبه  برداري  نمونهطبق تعریف،  از یک سیگنال برداري  نمونه

  . منظور از یک نمونه مقدار سیگنال در یک زمان مشخص است. شود مشخص گفته می برداري  نمونهبا یک زمان  گسسته
کوانتیزه کردن یک سیگنال زمان گسسته فرآیندي است که طی آن دامنه مقادیر ممکن براي  سیگنال کوانتیزه شده

   .شود تبدیل می اعداد باینريهاي سیگنال از دامنه اعداد حقیقی به  نمونه
توان با  چنین سیگنالی را می. یک سیگنال زمان گسسته با دامنه کوانتیزه شده است سیگنال دیجیتال سیگنال دیجیتال

  .دنباله اي از اعداد باینري نمایش داد

  
  تبدیل سیگنال آنالوگ به دیجیتال 2-1شکل 

هاي  ستم، سیگنال هاي دیجیتال هستند، براي استفاده از آنها در سیاز آنجا که سیگنالهاي مورد پردازش توسط کامپیوترها
به . بزرگتري که با سیگنال هاي آنالوگ سر و کار دارند، باید به نوعی سیگنال هاي آنالوگ را به دیجیتال تبدیل نماییم

  :دیاگرام زیر توجه نمایید
  

  
  یک سیستم دیجیتال ساده با ورودي و خروجی آنالوگ 3-1شکل 
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  تبدیل سیگنال ها -1-3

  سیگنال آنالوگ به دیجیتال تبدیل -3-1- 1

  :مرحله می باشد دوفرآیند تبدیل سیگنال آنالوگ به دیجیتال شامل 

  
  تبدیل یک سیگنال آنالوگ به دیجیتالمراحل  4-1شکل 

اگر زمان . شودمی   برداري نمونه خاصی در این مرحله از سیگنال آنالوگ با فاصله هاي 1و نگهداري سیگنال برداري  نمونه -1
این موضوع را می توان با یک کلید  .می شود برداري  نمونهاز سیگنال  ثانیه یک بار Tفرض کنیم، هر  Tرا ثابت و برابر  برداري  نمونه

 :مدل نمود ،ثانیه یکبار بسته می شود Tکه سر راه سیگنال قرار دارد و در هر 

( )x t *( )x t

, 0,1,2,...nT n =

  
)از سیگنال  برداري  هنمون 5-1شکل  )x t  

   از مبانی ریاضی می دانیم که

1-1  ( ) ( ) ( ) ( )x t t nT x nT t nTδ δ− = −  

*بنابراین سیگنال  ( )x t را می توان بصورت ریاضی چنین نوشت:  

1-2  
*

0

( ) ( ) ( )
n

x t x t t nTδ
∞

=

= −∑  

0

( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) (2 ) ( 2 ) ...
n

x nT t nT x t x T t T x T t Tδ δ δ δ
∞

=

= − = + − + − +∑   

,از سیگنال در لحظات  برداري  ونهنمکه بیانگر  0,1,2,...nT n )*. می باشد = )x t  را با[ ]x n نمایش می دهند.  
زمان خروجی این مرحله یک سیگنال  .ثانیه بعدي نگه می دارد T، مقدار سیگنال را تا قبل از برداري  نمونهمدار نگهدارنده پس از 

  .توجه کنید 6-1به شکل  .لاح آن را سیگنال مدوله شده دامنه می گویندطکه به اص پیوسته با دامنه گسسته می باشد
  
به هر یک از مقادیر گسسته  A/D1در این مرحله با استفاده از یک آي سی مبدل شده  برداري  نمونهرمزگذاري سیگنال  -2

  .دامنه یک مقدار باینري اختصاص می دهد
  

                                                                                                                                                           
1  Sample and Hold (S/H) 

 .مراجعه نمایید 1به پیوست ضیحات بیشتر براي تو 1
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  و نگهداري یک سیگنال برداري  نمونه 6-1کل ش

  تبدیل سیگنال دیجیتال به آنالوگ - 3-2- 1

وجود  برداري  نمونهفرآیند تبدیل سیگنال دیجیتال به آنالوگ عکس فرآیند فوق می باشد غیر از آنکه در این فرآیند مرحله 
  .استفاده می شود D/A1در مرحله رمزگشایی از یک آي سی  .ندارد

  

  تبدیل یک سیگنال دیجیتال به آنالوگمراحل  7-1شکل 

  بلوك دیاگرام کلی یک سیستم کنترل دیجیتال  -1-4

اکنون که با انواع سیگنال و تبدیل آنها به یکدیگر آشنا شدیم، به بررسی بخش هاي مختلف بلوك دیاگرام کلی یک سیستم 
  .ن بلوك دیاگرامی را نشان می دهدشکل زیر چنی. کنترل دیجیتال می پردازیم

∑

∑

−

  
  دیاگرام بلوکی یک سیستم کنترل دیجیتال 8-1شکل 

  

به سیگنال دیجیتال  3-1همانطور که از دیاگرام بلوکی فوق مشخص است، ورودي آنالوگ با استفاده از روش هاي بخش 
 .کنترل می شود 2کامپیوتر دیجیتال توسط یک سیگنال ساعت. ددتبدیل شده و توسط کامپیوتر دیجیتال آنالیز می گر

سیگنال دیجیتال کنترل شده که خروجی کامپیوتر دیجیتال می باشد مجددا به سیگنال آنالوگ تبدیل شده و به محرك و 
  .مبدل موجود در حلقه فیدبک سیگنال خروجی را به ورودي تبدیل می کند. دستگاه داده می شود

                                                                                                                                                           
 .مراجعه نمایید 1به پیوست براي توضیحات بیشتر  1

2 Clock 
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مشکل . باید مدل مناسبی از دستگاه در دسترس باشد 7- 1ک کنترل کننده مناسب براي دیاگرام بلوکی شکل براي طراحی ی
براي مدلسازي دستگاه روش هاي اگرچه . ترین قسمت طراحی سیستم هاي کنترلی مدلسازي ریاضی دستگاه می باشد

مدلسازي تنها تقریبی از  ،پارامترهاي تصادفیبسیاري وجود دارد اما به دلیل فقدان دینامیک هاي دقیق فرآیند و حضور 
  .مدل فیزیکی واقعی را بدست می دهد

  :از مزایاي استفاده از سیستم هاي دیجیتال می توان به نکات زیر اشاره کرد
  

  بهبود حساسیت •
انعطاف پذیري بیشتر در برنامه نویسی و قابلیت  •

تغییر برنامه هاي نرم افزاري بدون نیاز به تغییر 
  فزاري سیستمسخت ا

 سرعت بیشتر •
 قابلیت تولید بالا •
 مصرف انرژي کمتر •
  و وزن کمترتراکم بیشتر  •

 تاثیر کمتر در مقابل نویز و اختلال •
 قیمت کمتر •
   قابلیت اعتماد بیشتر •

  یادآوري مبانی ریاضی سیستم هاي دیجیتال -1-5

بنابراین در این بخش . وکار داریمگسسته و دیجیتال سر –در تمام بخش هاي درس کنترل دیجیتال با سیگنالهاي زمان 
  . به یادآوري مبانی ریاضی سیستم هاي دیجیتال می پردازیم

  
  گسسته-زمانسیگنال  9-1شکل 

  

آنها را بر  ،پیوسته قابل تفکیک باشند –از سیگنالهاي زمان دامنه این نوع سیگنالها نقاطی گسسته می باشند که براي آنکه 
  .یک عدد صحیح است nکه در آن  نمایش می دهند [n]و آرگومان توابع گسسته را بصورت  nسب ح

  

1-3  
  

[ ] sin[ ]. [ ]x n n u n=  

  

v نکته بسیار مهم:  

  
]مثلا تابع . ط در نقاطی مقدار دارند که مقدار آرگومانشان عدد صحیح باشدتوابع گسسته فق ]x n  در

1نقطه 
2

]یا بطور مثال . مقدار ندارد  ]
2
nx  در نقاطی که

2
n  مقدار صحیحی باشد مقدار دارد؛ یعنی

  .فرد باشد مقدار ندارد nزوج باشد مقدار داشته و در نقاطی که  nدر نقاطی که 
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  توابع زوج و فرد گسسته - 1- 5- 1

] تابع توابع زوج گسسته ]x nن نسبت به محور عمودي تقارن داشته باشد و یا نمودار آ اگر ندرا یک سیگنال زوج گوی
  :داشته باشیم

1-4  [ ] [ ]x n x n= −  
]تابع  گسسته فردتوابع  ]x nرا یک سیگنال فرد گویند اگر نمودار آن نسبت به مبدا تقارن داشته باشد و یا داشته باشیم:  

1-5  [ ] [ ]x n x n= − −  

  توابع متناوب گسسته - 2- 5- 1

]گسسته  –تابع زمان  ]x n  را متناوب گویند، اگر یک عدد صحیح مثبتN  وجود داشته باشد که به ازاي آن و براي
  :رابطه زیر برقرار باشد nتمامی مقادیر 

1-6  [ ] [ ]x n x n N= +  
  .را دوره تناوب اصلی تابع گویند Nکوچکترین مقدار مثبت 

  گسسته معروف –توابع زمان  -3- 5- 1

  . جدول زیر انواع توابع زمان گسسته معروف را به همراه نمودار ترسیمی آنها نشان می دهد
  

  گسسته معروف –توابع زمان  1-1 جدول
  ردیف  نام تابع بعضابطه تا نمودار تابع

  

1 0
[ ]

0 0
n

n
n

δ
=

=  ≠
  .1 تابع ضربه  

......

  

1 0
[ ]

0 0
n

u n
n

≥
=  <

  .2 تابع پله واحد  

[ ] sin[ ]
4

nx n π
=

  

[ ] sin[ ]x n n=  3 تابع سینوسی.  
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[ ] cos[ ]
4

nx n π
=

  

[ ] cos[ ]x n n=  4 تابع کسینوسی.  

...
  

[ ] nx n e=  5  تابع نمایی.  

  
  تابع نمایی مختلط. 5

]0تابع نمایی مختلط در حالت زمان گسسته بصورت  ] j nx n e ω= این تابع داراي دو خاصیت مهم است. می باشد:  
  

0 0( 2 ) 2.j n j n j ne e eω π ω π+ =)1  
  :یک عدد صحیح است داریم nاز آنجا که 

( ) ( )
0 0 0

2

( 2 ) 2

cos 2 sin 2 1

.

j n

j n j n j nj n

e n j n

e e e e

π

ω π ω ωπ

π π
+

= + =

→ = =
  

0j پیوسته که در آن سیگنال –بنابراین برخلاف حالت زمان  teω ، 0به ازاي مقادیر مختلفω  در حالت خواهد داشت یمتفاوتمقادیر ،
0با فرکانس هاي  یسیگنالهایمقادیر با  0ωسیگنال به فرکانس مقدار یک گسسته  –زمان  2ω π±،0 4ω π± و غیر یکسان است.  

( )0 0j n N j ne eω ω+ = )2  
0Nبراي  ]0راي متناوب بودن تابع ب< ] j nx n e ω= باید داشته باشیم:  

0 00 2 0
0 0

21 2
2

j N j Nk jk k ke e e N k
N N

ω ω π ωπ
ω π ω

π
>= → = → = → = → =  

0یعنی 

2
ω

π
  . باید یک عدد گویا باشد 

  :به بررسی چند مثال در این خصوص می پردازیم اکنون
  
    1- 1مثال  3

  :را رسم نموده و سپس زوج یا فرد بودن آن را مشخص نماییدبراي هر یک از توابع زیر ابتدا شکل موج مربوطه 
  

[ ] [ ]x n u n= − )1   
  :حل

1 0 1 0 1 0
[ ] [ ] [ ]

0 0 0 0 0 0
n n n

u n u n u n
n n n

≥ − ≥ ≤  
= → − = → − =  < − < >  

  

  :بنابراین داریم
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...

  
  :طه تابع هم می بینیم کهبا استفاده از ضاب .این تابع نه نسبت به محور عمودي تقارن دارد و نه مبدأ، پس نه زوج است و نه فرد

[ ] [ ]
1 0 1 0

[ ] [ ]
0 0 0 0

u n u n
n n

u n u n
n n

≠ −

≥ − ≥ 
− = − = ≠ − < <   

  
[ ] [ 2]x n u n= − + )2   

   :حل
1 0 1 2 0 1 2

[ ] [ 2] [ 2]
0 0 0 2 0 0 2

n n n
u n u n u n

n n n
≥ − + ≥ ≤  

= → − + = → − + =  < − + < >  
  

  بنابراین داریم

...

  
  .این تابع نه نسبت به محور عمودي تقارن دارد و نه مبدأ، پس نه زوج است و نه فرد

[ ] [ ] [ ]x n u n u n= + − )3   
   :حل

1 0
[ ] 1 0

0 0
[ ] [ ] 2 0

1 0
1 0[ ]

0 0

n
u n n

n
u n u n n

n nu n
n

 ≥
= > <  → + − = = 

≤  <− =   >

  

  :بنابراین داریم

...

[ ] [ ]u n u n+ −

  
  .این تابع نسبت به محور عمودي تقارن دارد ، پس زوج است

[ ] [ 1] [ 1]x n u n u n= + − − − )4   
   :حل

1 1 0 1 1
[ 1] [ 1] 1 1

0 1 0 0 1
[ 1] [ 1] 0 1 1

1 1 0 1 1
1 1[ 1] [ 1]

0 1 0 0 1

n n
u n u n n

n n
u n u n n

n n nu n u n
n n

 + ≥  ≥ − 
+ = + = >  + < < −    → → + − − + = − ≤ ≤  

− + ≥ ≤   − < −− + = − + =   − + < >  
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  :با استفاده از نمودار نیز داریم

...

[ 1]u n + , [ 1]u n− − +

...

[ 1]u n + [ 1]u n− − +

  
 .است فردتقارن دارد ، پس  مبدأاین تابع نسبت به 

  
    2- 1مثال  3

 :دوره تناوب تابع زیر محاسبه نمایید
  

m

[ ]x n

  
  :حل

  :براي محاسبه دوره تناوب تابع از روي شکل ابتدا باید الگوي تکرار سیگنال را بدست آوریم

N  
8N:کنون با شمردن تعداد فاصله ها داریم ا m=  

  
  

    3- 1مثال  3

1پیوسته  –اگر توابع زمان 
2( ) sin
3

x t tπ =  
 

2و  
6( ) sin
7

x t tπ =  
 

1T دوره تناوبرا با   s= کنیم  برداري  نمونه

گسسته -سیگنال هاي زمان
1

2[ ] sin
3

x n nπ =   
2و  

6[ ] sin
7

x n nπ =    
دوره تناوب هر چهار تابع را . بدست می آید

 .محاسبه نمایید
   :حل

  :پیوسته داریم-براي دو تابع زمان

1 1
1

2 2
2

2 2( ) sin sin 3
3

6 2 7( ) sin sin
7 3

x t t t T
T

x t t t T
T

π π

π π

  = ≡ → =  
   

  = ≡ → =  
     

تنها در مقادیر صحیحی از  که بیان دارد هر تابع گسسته 5- 1هستند، با توجه به نکته بخش  گسسته-اما براي دو تابع دیگر که زمان
پیوسته متناظر عددي -اگر دوره تناوب تابع زمان .آرگومان خود مقدار دارد، دیگر نمی توان به این راحتی دوره تناوب را محاسبه نمود

متناظر پیوسته - اما اگر دوره تناوب تابع زمان. گسسته متناظر با آن نیز همان خواهد بود-صحیح باشد، دوره تناوب سیگنال زمان
aعددي کسري بصورت 

b
]1بنابراین براي سیگنال هاي . خواهد بودaگسسته متناظر برابر - زمانباشد، دوره تناوب سیگنال   ]x n 

]2و  ]x n  به شکل زیر که توسط نرم افزار  .می باشد 7و  3دوره تناوب به ترتیب برابرMATLAB است توجه کنید رسم شده .  

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir

http://WWW.MOHANDES.ORG


    وه  س    رل د ل و   ر   ی  وه  س    رل د ل و   ر   ی

 14صفحه 

  
    4- 1مثال  3

] تابعاگر  ]x n  را بصورت زیر داشته باشیم، تابع[ ]
3
nx را رسم نمایید.  

[ ]x n

0 1
2

3 4
5

6 7 8
9

101−
2−

3−

4−

6−7−8−
9−

10−
5−

  
   :حل

]مقدار دارند که آرگومان آنها عددي صحیح باشد، براي  از آنجا که توابع گسسته تنها در نقاطی ]
3
nx داریم  

[ ]
3
ny n x  ′ =   

0 1 2
3

4 51−2−
3−

n′

  

  MATLAB کاربرد -1-6

  تولید پله واحد تابع -1

function u=us(n) 
for i=1:length(n) 
    if n(i)>=0 
        u(i)=1; 
    else 
        u(i)=0; 

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
-1

-0.5

0

0.5

1

n

x1
[n

]

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
-1

-0.5

0

0.5

1

n

x2
[n

]
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    end 
end 

 1با استفاده از  1 - 1مثال  توابع -2

clear all 
clc 
close all 
n=-10:10; 
%--plot of unit step-- 
subplot(3,1,1) 
u1=us(n); 
stem(n,u1) 
xlabel('n') 
ylabel('u[n]') 
ylim([-0.5,1.5]) 
grid on 
title('plot of unitstep') 
%--plot of u[-n+2]-- 
subplot(3,1,2) 
u2=us(-n+2); 
stem(n,u2) 
xlabel('n') 
ylabel('u[-n+2]') 
ylim([-0.5,1.5]) 
grid on 
title('plot of u[-n+2]') 
%--plot of u[n]+u[-n]-- 
subplot(3,1,3) 
u3=us(n); 
u4=us(-n); 
stem(n,u3+u4) 
xlabel('n') 
ylabel('u[n]+u[-n]') 
ylim([-0.5,3]) 
grid on 
title('plot of u[n]+u[-n]') 

  3- 1ال کد مربوط به مث -3

n=[-10:10]; 
x1=sin(2*pi*n/3); 
x2=sin(6*pi*n/7); 
 
%---------------- 
subplot(2,1,1) 
stem(n,x1) 
xlabel('n') 
ylabel('x1[n]') 
grid on 
%---------------- 
subplot(2,1,2) 
stem(n,x2) 
xlabel('n') 
ylabel('x2[n]') 
grid on 

 تابع تولید کننده ضربه -4

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
-0.5

0
0.5

1
1.5

n

u[
n]

plot of unitstep

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
-0.5

0
0.5

1
1.5

n

u[
-n

+2
]

plot of u[-n+2]

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
0
1
2
3

n

u[
n]

+u
[-n

]

plot of u[n]+u[-n]

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir

http://WWW.MOHANDES.ORG


    وه  س    رل د ل و   ر   ی  وه  س    رل د ل و   ر   ی

 16صفحه 

function u=imp(n) 
for i=1:length(n) 
    if n(i)~=0 
        u(i)=0; 
    else 
        u(i)=1; 
    end 
end 

 4رسم تابع ضربه با استفاده از تابع  -5

clear all 
clc 
close all 
n=-10:10; 
u1=imp(n); 
stem(n,u1) 
xlabel('n') 
ylabel('delta[n]') 
ylim([-0.5,1.5]) 
grid on 
title('plot of impulse function') 

 

   

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
-0.5

0

0.5

1

1.5

n

de
lta

[n
]

plot of impulse function
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  تمرین -1-7
  :گسسته زیر را در نظر بگیرید- سیگنال زمان  .1

  
  :سیگنال هاي زیر را رسم نمایید

]  )الف   1]x n+   ب ([ ]. [3 ]x n u n−  2]) ج 1]x n−  د( [ 2] [ 2]x n nδ− −  
  

2.  
  

  .یر را مشخص نماییددوره تناوب سیگنال ز) الف

  
3]سیگنال هاي) ب ]x n  و[ ]

2
nx را رسم نموده و دوره تناوب هر یک را مشخص نمایید.  

  چه ارتباطی بین دوره تناوب سیگنالهاي قسمت ب و الف وجود دارد؟) ج
  

  .سیگنال هاي زیر را رسم نمایید  .3
  

]  )الف 3] [ 3]u n u n+ − ]2sin) ب   − ]
5

nπ  ج (
5

5

[ ]
k

n kδ
=−

] )د  ∑− 3] [ 1]u n nδ− +  

4.  
2sin سیگنال

5
tπ 

 
 

   دوره تناوبرا با  

1T) الف s=  
0.25T) ب s=  
5T) ج s=  
  . نمایید برداري  مونهن

 برداري  نمونههاي بیان شده براي  دوره تناوبکدامیک از 
  از این سیگنال مناسب تر است و چرا؟

  :سیگنال زیر را رسم نمایید 1براي شکل موج تمرین   .5

[ ] :
[ ] 2

0 :

nx n even
y n

n odd


= 


  

  :زوج یا فرد بودن سیگنال هاي زیر را مشخص نمایید  .6
  

  
]  )الف ] [ ] [ ]x n u n u n= + ) ب   −

2cos[ ]
3[ ]

n
x n

n

π

]) ج  = ] sin[ ] [ 2] [ 2]x n n u n u n= + − − − +  

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
-2

0

2

4

n

x[
n]

 

 

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
-1

0

1

n

x[
n]

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Time

si
n(

(2
pi

/5
)t)
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ش  ش      ::دومدوم  
 zz بد ل  بد ل 
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  ZZتبدیل تبدیل   ::بخش دومبخش دوم  33

  مقدمه  - 2-1

نقش . است Zگسسته بکار می رود تبدیل - یکی از ابزارهاي ریاضی که معمولا در تحلیل و ترکیب سیستم هاي کنترل زمان
  .پیوسته است- گسسته مشابه نقش تبدیل لاپلاس در سیستم هاي زمان- سیستم هاي زماندر  Zتبدیل 

تبدیل  sپیوسته تبدیل لاپلاس معادلات دیفرانسیلی خطی را به معادلات جبري بر حسب -همانطور که در سیستم هاي زمان
  .تبدیل می شوند Zب گسسته نیز معادلات تفاضلی خطی به معادلات جبري بر حس- می کند، در سیستم هاي زمان

  
  ریف مهم اتع

 LTIباشد را سیستم  3و تغییرناپذیري با زمان 2سیستمی که داراي خواص خطی بودن LTI(1(خطی تغییرناپذیر با زمان  سیستم
ا زمان بسیاري از سیستم هاي فیزیکی داراي این دو خاصیت می باشند و می توان آنها را بصورت سیستم هاي خطی تغییر ناپذیر ب. گوییم

)LTI (مدلسازي نمود.  
  پیوسته بصورت- طبق تعریف اصلی مشتق که براي سیگنال هاي زمان گسسته-مشتق در سیگنالهاي زمان

0

( ) ( )lim
t

d y t t y ty
dt t∆ →

+∆ − =  ∆ 
  

  گسسته مشتق بصورت - بیان می گردید، براي سیستم هاي زمان
(( 1) ) ( ) [ 1] [ ]

t kT

d y k T y kT y k y ky
dt T T=

+ − + −
= =  

  .تعریف می گردد
]با ورودي  LTIدله تفاضلی خطی با ضرایب ثابت براي یک سیستم معا معادله تفاضلی خطی ]x n  و خروجی[ ]y n به شکل زیر است  

2-1  
0 0

[ ] [ ]
N M

k k
k k

a y n k b x n k
= =

− = −∑ ∑  

]بعنوان مثال رابطه  2] 3 [ 1] 2 [ ] 3 [ 1] [ ]y n y n y n x n x n− − − + = −   .یک معادله تفاضلی می باشد −

  Zتبدیل  -2-2

براي یک تابع زمانی . گسسته بسیار نیرومند است- یک روش عملیاتی است که در کارکردن با سیستم هاي زمان zروش تبدیل 
( )x t دوره تناوبکه با T شده و به یک سیگنال گسسته به نام  برداري  نمونه[ ]x n یل تبدیل شده است، تبدZ  بصورت زیر

  :تعریف می گردد

2-2  { }
0

( ) [ ] [ ] n

n
X z x n x n z

∞
−

=

== ∑z  

]از آنجا که تابع  ]xn  ،تبدیل فقط در مقادیر مثبت مقدار دارد، به این تبدیلZ گوییم یکطرفه .  
    1-2مثال  3

                                                                                                                                                           
1 Linear Time-Invariant System 

  . سیستم خطی، سیستمی است که داراي خاصیت جمع آثار باشد 2
 .شدسیستمی را تغییر ناپذیر با زمان گویند که رفتار و مشخصه آن در طی زمان ثابت با 3
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  توابع زیر را محاسبه نمایید Zتبدیل 
[ ] [ ]x n nδ= )1  

   :حل
  :می دانیم که 1-1با توجه به رابطه 

( ) ( ) ( ) ( )f t t kT f kT t kTδ δ− = −  
 :داریم Zبا استفاده از رابطه تبدیل 

0 0 [ ] 0

0 0

0 0

( ) [ ] [ ]
( ) [ ] [ ]

[ ] [ ] [0] [ ]

n

n n

n n f n z n

n n

n n

X z x n z n z
X z n z n z

f n n f n

δ
δ δ

δ δ

−

∞ ∞
− −

∞ ∞
= = = −

∞ ∞
= =

= =


= =   → = =

 =


∑ ∑
∑ ∑

∑ ∑
 

0nاز تعریف تابع ضربه می دانیم که این تابع فقط در    :مقدار دارد، بنابراین =
0 0

0

( ) [ ] ... 0 0 1 0 0 ... 1
n

X z n z zδ
∞

=

= = + + + + + + =∑  

  
[ ] [ ]x n u n= )2  

   :حل
 داریم Zبا استفاده از رابطه تبدیل 

0 0 0

( ) [ ] [ ]n n n

n n n
X z x n z u n z z

∞ ∞ ∞
− − −

= = =

= = =∑ ∑ ∑ 

(که معادل رابطه سري هندسی 
0

1 1
1

n

n
a a

a

∞

=

= <
  می باشد) ∑−

1
1

10

1 1 1
1( )

1

n

n

z z
zX z z

z

−∞
−−

−=

 < → < −= = 
 ≥

∑  

  
[ ] [ ]nx n a u n= )3 

  حل
 :داریم Zبا استفاده از رابطه تبدیل 

( )1

0 0 0

0
[ ] ( ) [ ]

0 0

nn
n n n

n n n

a n
x n X z x n z a z az

n

∞ ∞ ∞
− − −

= = =

 ≥
= → = = =

<
∑ ∑ ∑ 

  که معادل رابطه سري هندسی می باشد

( )
1

11

10

1 1
1( )

1

n

n

az a z
azX z az

az

−∞
−−

−=

 < → < −= = 
 ≥

∑  

  
[ ][ ] cos [ ]x n an u n= )4  

 :داریم Zبا استفاده از رابطه تبدیل 

 واگرا

 واگرا
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( )

( ) ( ) ( )
1 2

0 0 0 0

( ) ( )

1[ ] cos[ ] [ ] [ ]
2

1 1( ) [ ]
2 2

ian ian

n ian ian n ian n ian n

n n n n

X z X z

x n an u n e e u n

X z x n z e e z e z e z

−

∞ ∞ ∞ ∞
− − − − − −

= = = =

= = +

 
 

= = + = + 
  
 

∑ ∑ ∑ ∑
14243 1442443

  

  :از بخش قبل می دانیم که

 
1 1

1 1
1 2

1 1

1 11 1
1 1( ) , ( )

1 1

ia ia
ia ia

ia ia

e z e z
e z e zX z X z

e z e z

− − −
− − −

− − −

 < < − −= = 
 ≥ ≥ 

  

  :بنابراین

( ) ( )( )

( )( )
( )

( )

1 2 1 1
0

11 1

1 1 1 11 1

1

1

1

1 1 1 1( ) [ ]
2 2 1 1

21 1 1 1
2 2 11 1

21
2 1

ia ia

n
ia ia

n

ia iaia ia

ia ia ia iaia ia

e e

ia ia

ia i

X z x n z X z X z
e z e z

z e ee z e z
e z e z e z e ze z e z

z e e

z e e

−

∞
−

− − −
=

− −− − −

− − − − − −− − −

=

− −

− −

 = = + = + − − 
 

  − + − + − = =    − − +− −   
 

− +
=

− +

∑

14243

( )

( )

( )

( )
( )

( )
( )( )

( )
( )

1

2
1 2

1 1

1 2 1 2

1

1 2

1 112 2
1 2 1 1
2 2 2 2

1 cos 1 cos1 1
1 1 12 2cos 1 2 cos
2 2 2
1 cos

1 2cos

ia ia

a ia ia

e e
z

z e e
z z

z a z a

z a z z a z

a z
a z z

−
−

− −
− −

− −

− − − −

−

− −

 +
 − 
  × =

   + +  − + 
 

  
  − −

= =   
  − + − +    

−
=

− + 
  :اما براي اینکه روابط فوق برقرار باشد، تحقق شرط هاي زیر لازم است

{

{

1
1 1

1 1

1 1 1

1

1
1 1

1 1
1 1 1

ia
ia

ia ia

e z
e z z

z z
e z e z z

−

− −

= −

− − − − −

=

 <
 < <  → → → < → >  

< < <   


  

  

  
  

v نکات :  

sTzو متغیر لاپلاس بصورت zرابطه بین متغیر  -1 e=  می باشد که در آنT برداري   وب نمونهدوره تنا
  .سیگنال است

iz(یک متغیر مختلط است  zمتغیر  -2 reθ=.( 
1rاگر  -3   .به تبدیل فوریه تغییر خواهد کرد zباشد، رابطه تبدیل  =

 واگرا واگرا
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بنابراین به منظور . بر و پیچیده ایست محاسبات زمان Zمشخص است، محاسبات ریاضی تبدیل  1- 2همانطور که از مثال 
مسائل مربوط :حلتهیه شده است که  Zهمانند تبدیل لاپلاس جدولی شامل زوج تبدیلات  Zاز تبدیل  راحتی بیشتر در استفاده

  .به این موضوع را آسان تر می کند
 Zجدول زوج تبدیلات  1-2 جدول

1 ROC ( )X z  [ ]x n  ( )X s ( )x t    
براي تمام 

  1  نقاط
1 0

[ ]
0 0

n
n

n
δ

=
=  ≠

  -  -
  

1   

1z >  1

1
1 z −−

  1 0
[ ]

0 0
n

u n
n

≥
=  <

  1
s 

( )
1 0
0 0

t
u t

t
≥

=  <
  2   

1z >  ( )
1

211

Tz

z

−

−−
  [ ].n u n  

2

1
s . ( )t u t  3   

1z >  
2 1 1

1 3

(1 )
(1 )

T z z
z

− −

−

+
−

  [ ]2 .n u n  
3

2
s 

2 . ( )t u t  4   

z a>  1

1
1 az−−

  [ ]na u n  - -  5   

z a>  ( )
1

211

az

az

−

−−
  . [ ]nn a u n  - -  6   

az e>  1

1
1 aTe z −−

  [ ]ane u n  1
s a− ( )ate u t  7   

1z >  ( )
( )

1
0

1 2
0

sin
1 2 cos

z
z z

ω
ω

−

− −− +
  0sin[ ] [ ]n u nω  0

2 2
0s

ω
ω+ ( )0sin ( )t u tω  8   

1z >  
1

0
1 2

0

1 cos( )
1 2 cos( )

z
z z

ω
ω

−

− −

−
− +

  0cos[ ] [ ]n u nω  2 2
0

s
s ω+ ( )0cos ( )t u tω  9   

aTz e−>  ( )
( )

1
0

1 2 2
0

1 cos
1 2 cos

aT

aT aT

e z
e z e z

ω
ω

− −

− − − −

−
− +

  
0cos[ ] [ ]ane n u nω−  ( )2 2

0

s a
s a ω

+

+ + ( )0cos ( )ate t u tω−  10   

aTz e−>  ( )
( )

1
0

1 2 2
0

sin
1 2 cos

aT

aT aT

e z
e z e z

ω
ω

− −

− − − −− +
  

0sin[ ] [ ]ane n u nω−  
( )

0
2 2

0s a
ω

ω+ + ( )0sin ( )ate t u tω−  11  
  

طبق تعریف ریشه هاي صورت این  .توابع نیز مانند تبدیل لاپلاس فرم کلی کسري دارد zهمانطور که از جدول پیداست، تبدیل 
  .امندن حاصله می zقطب هاي تابع و ریشه هاي مخرج آن را  zصفر هاي تابع فرم کسري را 

  Zخواص تبدیل  -2-2-1
  
  

قرار ندارند، می توان از ترکیب  1- 2را آموختیم، براي محاسبه تبدیل توابعی که در جدول  zاکنون که روابط مربوط به تبدیل 
  .، استفاده نمودzاین جدول و خواص تبدیل 

  .را نمایش می دهد Zلیستی از خواص مهم تبدیل  2-2جدول . را بشناسیم zص اساسی تبدیل بدین منظور ابتدا باید خوا  

                                                                                                                                                           
1 Region of Convergence 

  :تعریف
  .در این ناحیه همگرا خواهد بود zدر واقع سري مربوط به تبدیل . یک تابع قابل قبول است zناحیه اي است که در آن تبدیل  ناحیه همگرایی،
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 23صفحه 

  

 Zجدول خواص تبدیل  2-2 جدول
( )X z  [ ]x n  ردیف  خاصیت  

( ) ( )1 2X z X zα β+  1 2[ ] [ ]x n x nα β+   1  )خطی بودن(جمع آثار   
( )1X z−  [ ]x n−  2  معکوس زمانی   
0 ( )nz X z−  0[ ]x n n−  3  انتقال حقیقی   

0 0 0 01 2
0( ) [0] [1] [2] ... [ 1]n n n nz X z z x z x z x z x n− −− − − − − −  0[ ]x n n+  4 انتقال حقیقی   

0( )iX e zω−  0 [ ]i ne x nω   انتقال حوزهz 5   

0

zX
z

 
 
 

  
0 [ ]nz x n  -  6   

( )X z  [ ]x n  7  مزدوج مختلط   

( )
kdz X z

dz
 − 
 

  . [ ]kn x n  7 مشتق گیري مختلط   

0

( ) [ ]lim
n

z

X x nd
n

ζ
ζ

ζ

∞

→

 +  
 ∫ ه شرطی که ب

0

[ ]lim
n

x n
n→

 
 
 

]  .موجود باشد  ]x n
n

   8  انتگرال گیري مختلط  

1

1 ( )
1

X z
z−−

  [ ]
n

k
x k

=−∞
   9  سري تابع  ∑

1 2( ). ( )X z X z  1 2[ ] [ ]x n x n∗  10  کانولوشن  
  

 :وضوع را بررسی خواهیم کرداکنون با یک مثال این م
  

    2-2مثال  3
را براي همه توابع  برداري  نمونه دوره تناوب، توابع زیر را محاسبه نمایید Zتبدیل  2- 2و  1-2با استفاده از دو جدول 

1sT   در نظر بگیرید =
[ ] [ 3] [ 3]x n n nδ δ= − + + )1 

  
   :حل

  :می دانیم که 2-2با استفاده از جدول خواص 

{ } { }
( )

{ } { }
( )

{

1 2

2.2.1 3
1 2

[ ] [ ]

2.2.3 3 3
1 1

1 2.1.1

2.2.4 3 3 3 3
2 2

11 2.1.1

[ ] [ 3] [ 3] ( ) ( ) ( )

( ) [ 3] ( ) . [ ]

( ) [ 3] ( ) . [ ] [0] 0

T

x n x n

T

T

T

T

x n n n X z X z X z z

X z n X z z n z

X z n X z z n z z z

δ δ

δ δ

δ δ δ

−

− −

=

==

= − + + → = + =

= − → = =

= + → = − = − =

14243 14243

14243

14243

z z

z z

  
 

[ ] [ ] . [ 1]x n u n n u n= − + − )2  

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
0

0.5
1

n

delta[n-3]+delta[n+3]
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   :حل

  :می دانیم که 2-2با استفاده از جدول خواص 

{

{ }

{ } ( )

1 2

2.2.1
1 2

[ ] [ ]

1
2.2.2 1

2.1.2 1 11
1

[ ] [ ] [ 1] ( ) ( ) ( )

( ) [ ] 1( ) ( )1( ) [ ] 11

T

x n x n

T
T

x n u n nu n X z X z X z

X z u n
X z X z

X z u n zz

−
−−

−

= − + − → = +

 = −
 → = =

= = − −

14243

z

z  

{ } ( ){ } ( ){ }
( ){ } { } { } { }

2

2.2.1 2.2.3
1 1

( ) . [ 1] 1 1 . [ 1] 1 . [ 1] [ 1]

1 . [ 1] [ 1] . [ ] [ ]
T T

X z n u n n u n n u n u n

n u n u n z n u n z u n− −

= − = − + − = − − + −

= − − + − = +

z

z z .z.

z z

z
  

{ } { }
1 12.2.7 1

1 1
1 1

1[ ] [ ]
1 1

T zzd d zz z u n z u n
dz dz z z

− −=
− −

− −

   = − + = − +   − −   
.z. .z

  ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 1 2

2 21 11 1

1 2

1 2 1 211 1

0 1 1
1 11 1

1( ) ( ) ( )
11 1

z z z z z
z zz z

z zX z X z X z
zz z

− − − − −

− −− −

− −

− −− −

× − − − ×
= − + = −

− −− −

→ = + = + −
−− −

  

    3-2مثال  3
]1دو تابع  ]x n  2و[ ]x n 1 برداري  نمونه دوره تناوبکه باsT . گسسته سازي شده اند، با ضوابط زیر موجود می باشند =
  .تابع حاصل از کانوالو این دو تابع را محاسبه نمایید zتبدیل 

[ ]

2
1

2

[ ] .sin . [ ]
4

[ ] . 0.5 . [ ]

n

n

x n e n u n

x n n u n

π =   

=

  

  :حل
  :می دانیم که 2.2اص از جدول خو

{ }1 2 1 2[ ] [ ] ( ) ( )x n x n X z X z∗ =z  

[ ]
( )

0

2 1 2 1

2.1.112
1 1, 2 2 1 4 24 2 1 4 2

1
2.1.6

2 2 20.5 1

2sin
4 2[ ] .sin . [ ] ( )

4 21 2 cos 1 24 2
0.5[ ] . 0.5 . [ ] ( )

1 0.5

Tn

a

n T
a

e z e z
x n e n u n X z

e z e z e z e z

zx n n u n X z
z

π
ω

π
π

π

− −

= =− − − − −

−

= −

 
    = → = =     − + − + 

 

= → =
−

  :تابع حاصل از کانوالو این دو تابع را محاسبه نمود zاکنون می توان تبدیل   

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
0

5

10

n

u[-n]+n.u[n-1]
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{ ( )

5.225

2 1
1

1 2 1 2 22 1 4 2 1

54.6

1 1 2

1 2 1 2 1 2

2
0.52[ ] [ ] [ ] ( ) ( ). ( )

1 2 1 0.5

5.225 0.5 2.6125( )
1 10.45 54.6 1 0.25 1 11.45 63.5 57

e z zx n x n x n X z X z X z
e z e z z

z z zX z
z z z z z z

−
−

− − −

− − −

− − − − − −

 
 

  
  = ∗ → = =
  − + −  

 
 

  
→   − + − + − + −  

678

; ; 3 4.2125 13.65z z− −+
  

  :Zقضایاي تبدیل  - 2-2-2

v قضیه مقدار اولیه:  

]اگر سیگنال  ]x n ي تبدیل داراz  بوده و مقدارlim ( )
z

X z
→∞

بصورت زیر محاسبه  x[0]وجود داشته باشد، مقدار اولیه  
  می گردد

[0] lim ( )
z

x X z
→∞

=  

v ضیه مقدار نهاییق:  

]فرض کنید  ]x n )[ ] 0, 0x n n= ](وده و تمام قطب هاي آن درون دایره واحد قرار گیرند ب zداراي تبدیل ) > ]x n 
1zمی تواند یک قطب ساده روي  ]در اینصورت مقدار نهایی ). داشته باشد = ]x nگردد بصورت زیر محاسبه می:  

  
( ){ }1

1
lim [ ] lim 1 ( )
n z

x n z X z−

→∞ →
= −

 

v لضیه پارسواق:  

]دنباله  zفرض  کنید که تبدیل  ]x n بصورت( )X z موجود باشد، آنگاه داریم:  
2 1 1

0

1[ ] ( ) ( )
2n C

x n z X z X z dz
iπ

∞
− −

=

=∑ ∫Ñ  

  .مسیري است که در آن  همگرا خواهد بود Cکه در آن 
  
  

    4-2مثال  3
]تابع  Z اگر تبدیل ]x n  [0]بصورت زیر داده شود، مقدارx را محاسبه نمایید.  

( )
( ) ( )

1

1 1

1
( )

1 1

T

T

e z
X z

z e z

− −

− − −

−
=

− −
  

  :حل
  :با استفاده از قضیه مقدار اولیه داریم

( )
( )( )

( )
( )( )

11 lim 0

1 1

1 1 0
[0] lim ( ) lim 0

1 1 1 0 1 0

z
T Tz

T Tz z

e z e
x X z

z e z e

−

→∞
− − −=

− − − −→∞ →∞

− −
= = = =

− − − −  
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    5-2مثال  3
]تابع  Z اگر تبدیل ]x n نهایی اده شود، مقداربصورت زیر د [ ]x n را محاسبه نمایید.  

( ) ( )1 1

1 1( ) 0
1 1 aT

X z a
z e z− − −

= − >
− −

  

   :حل
  :با استفاده از قضیه مقدار نهایی داریم

( ){ } ( ) ( ) ( )

( )

1 1
1 11 1

1

1

1 1lim [ ] lim 1 ( ) lim 1
1 1

1
lim

aTn z z

z

x n z X z z
z e z

z

− −
− − −→∞ → →

−

→

    = − = − −  − −   

−
=

( )11 z−−

( )
( )

( )
( )

( )
( )1

1 1 1

1 1 11 1

1 1 1
1 lim 1 lim 1 0 1

1 1 1aT aT aTz z

z z z

e z e z e z−

− − −

− − − − − −→ →

        − − −        − = − = − = − =        − − −         

  

 
  Zعکس تبدیل  -2-3

براي استفاده مناسب از این ابزار نیاز به نیز یک ابزار ریاضی براي ساده سازي محاسبات در حوزه زمان است،  Zاز آنجا که تبدیل 
  .گوییم Zبه این ابزار عکس تبدیل . را نیز بتواند به حوزه زمان برگرداند zروشی است که حوزه 

2-3  { } 11[ ] ( ) ( )
2

n

C

x n X z X z z dz
iπ

−= = ∫Ñ-1z  

)1بطوریکه تمام قطب هاي  zدایره ایست به مرکز مبدا صفحه  Cکه در آن  ) nX z z   .ن باشددرون آ −
  

)، فرم کلی zدر کاربرد هاي مهندسی روش تبدیل  )X z ممکن است به فرم زیر باشد:  

2-4  ( )( ) ( )
( )( ) ( )
0 1 2

1 2

...
( )

..
m

n

b z z z z z z
X z

z p z p z p
− − −

=
− − −

 

)ها به ترتیب قطب و صفر هاي  izو  ipکه در آن  )X z باشند می.  
  

مانند عکس تبدیل  zیک رابطه انتگرالی مختلط می باشد، براي محاسبه عکس تبدیل :حلمستلزم  zاز آنجا که عکس تبدیل 
  :لاپلاس از یکی از روشهاي زیر استفاده می کنیم

 تقسیم کسر •
 1گسترش به کسر هاي جزئی •
 روش محاسبه اي •
  روش انتگرال معکوس سازي •

  .سترش به کسرهاي جزئی استفاده خواهد شددر این جزوه تنها از روش گ 
  

  

                                                                                                                                                           
 .مراجعه کنید 2براي توضیحات بیشتر به پیوست  1
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 27صفحه 

    6-2مثال  3
  .را محاسبه نمایید زیرابع وت Z عکس تبدیل

( )( )
10( )

1 0.2
zX z

z z
=

− −
 )1  

   :حل
)ابتدا تابع  )X z  1را به فرم استاندارد بر حسبz   :گیریم فاکتور می zجملات از یک  ، براي این کار از تک تکتبدیل می کنیم −

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 1 11 1

1

1 1 1 1

10 10 10( )
1 0.2 1 1 0.21 1 0.2

10 10
1 1 0.2 1 1 0.2

z z zX z
z z z z zz z z z

z
z z z z z

− −− −

−

− − − −

= = =
− − − −− −

= =
− − − −

  

  :اکنون با استفاده از روش گسترش کسرهاي جزئی، تابع را به دو بخش تقسیم می کنیم

( )( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1

10( )
1 1 0.2 1 1 0.2

z A BX z
z z z z

−

− − − −
= = +

− − − −
  

( ) ( )1 1

1
1

11 1

10 10lim 1 ( ) lim 12.5
1 0.21 0.2z z

zA z X z
z− −

−
−

−→ →
→ = − = = =

−−  
( ) ( )11

1
1

11 5
0.2

10 50lim 1 0.2 ( ) lim 12.5
1 51zz

zB z X z
z−−

−
−

−→→
→ = − = = = −

−−
  

( ) ( )1 1

1 1( ) 12.5
1 1 0.2

X z
z z− −

 
 → = −
 − − 

  

  :داریم 1-2با استفاده از جدول 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

1 1 1 1[ ] 12.5 12.5
1 1 0.2 1 1 0.2

x n
z z z z− − − −

      
   
    

   
   = − = −
   − − − −    

-1 -1z z  

( ) ( ) { ( ) ( )1 1
2.1.2 2.1.5

1 112.5 12.5 [ ] 0.2 [ ] 12.5 1 0.2 [ ]
1 1 0.2

n n

T T

u n u n u n
z z− −

    
    = = − = −

    − −    

      −   
     

14243
-1 -1z z

  
  

( )2

2( )
2

zX z
z z

+
=

−
 )2  

)ابتدا تابع  )X z  1را به فرم استاندارد بر حسبz   :تبدیل می کنیم −

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 3

2
2 3 1 1 1 1

2 (1 2 ) (1 2 ) 1 2( )
2 1 2 1 2 1 2 1 2

z z z z z zX z z
z z z z z z z

− − − −
−

− − − −

+ + +
= = = = +

− − − − −
  

  :داریم 2-2با استفاده از خاصیت سوم جدول 

( ) ( ) ( )

( )
2

2 3 2.1.5

1 1 1

2

2.2.3 2 3 2

1

2 1[ ] , ( ) 2 [ ]
1 2 1 2 1 2

0 0,1
[ ] 2 [ 2] 2 2 [ 3] 2 [ 2] [ 3] 1 2

2 3

n

n

T n n n

n

z zx n Y z u n
z z z

n
x n u n u n u n u n n

n

−

− −

− − −

− − −

−

= + = =
− − −

=
→ = − + × − = − +

      


− = =

  
     


≥





678

-1 -1z z
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 28صفحه 

( )( )

3

2
2( )
1 2
z zX z

z z
+

=
− −

 )3  
  

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2

2 2

2 1
( )

1 2

( ) 2 1
1 21 2 2

z z
X z

z z

X z z A B CY z
z z zz z z

+
=

− −

+
= = = + +

− −− − −

  

( ) ( )
( ) ( )

2

2 21 1

2 1 3lim 1 ( ) lim 3
2 1 2z z

z
A z Y z

z→ →

+
= − = = =

− −  
( ){ } ( )

( )

2
2

2 2

2 11lim 2 ( ) lim
1! 1z z

zd dB z Y z
dz dz z→ →

 + = − =  −  
  

( )

( ) ( )
( )

2

22

2
2

2 2

(4 )( 1) (1)(2 1) (8)(1) (9)lim 1
11

2 1 9lim 2 ( ) lim 9
1 1

z

z z

z z z
z

z
C z X z

z

→

→ →

− − + −
= = = −

−

+
= − = = =

−
:بنابراین 

  ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

21 1 2 1

( ) 3 1 9( )
1 2 2

3 1 9
1 1 2 1 2

X zY z
z z z z

z z z z z z− − −

−
= = + +

− − −

−
= + +

− − −
 

( ) ( ) ( )
1

21 1 1

3 1 9( )
1 1 2 1 2

zX z
z z z

−

− − −

−
= + +

− − −
  

 :داریم 1-2اکنون با استفاده از جدول 

( )

9[ ] 3 [ ] 2 [ ] .2 [ ]
2

3 [ ] 2 [ ] 4.5 1

n n

n

x n u n u n n u n

u n u n n

= − +

= + −
  

    7-2مثال  3
1sTبراي تابع زیر را  zعکس تبدیل    .محاسبه نمایید=

( )( )
2

2

6( )
2 2 1
z zX z

z z z
+

=
− + −

   

   :حل
  :عمل می کنیم 3-6- 2این بار نیز مانند مثال 

( )( ) ( )( )

( )( )

2

2 2

22

6 ( ) 6( ) ( )
2 2 1 2 2 1

6( )
2 2 12 2 1

z z X z zX z Y z
zz z z z z z

z Az B CY z
z z zz z z

+ +
= → = =

− + − − + −

+ +
→ = = +

− + −− + −
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 29صفحه 

( )2

2 2

( )( 1) 2 2 6

2 2 6
0 7
2 1 8

2 6 7

Az B z C z z z

Az Az Bz B Cz Cz C z
A C A

A B C B
B C C

+ − + − + ≡ +

→ − + − + − + ≡ +

+ = = − 
 → − + − = → = 
 − + = =   

( )
( ) ( )

1

2 2 1 2 1

7 87 8 7 7( )
2 2 1 1 2 2 1

z zzY z
z z z z z z z z

−

− − −

− +− +
→ = + = +

− + − − + −
  

( )
2

( ) .
z

X z z Y z→ = =
( )1

2

7 8z

z

−− +

( )1 2

7
1 2 2

z
z z− −

+
− + z ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1

1 1 2 1

1 1 1 1

1 2 1 1 2 1 2 1

7 8 7
1 1 2 2 1

7 7 17 77
1 2 2 1 1 2 2 1 2 2 1

z

z z z z

z z z z
z z z z z z z z

−

− − − −

− − − −

− − − − − − − −

− +
= +

− − + −

− + + −
= + = − + +

− + − − + − + −
  

  :داریم 1- 2از جدول 

{ } ( )
( )

{ } ( )
( )

1
0

0 1 2 2
0

1
0

0 1 2 2
0

1 cos
cos[ ] [ ]

1 2 cos

sin
sin[ ] [ ]

1 2 cos

a
an

a a

a
an

a a

e z
e n u n

e z e z

e z
e n u n

e z e z

ω
ω

ω

ω
ω

ω

− −
−

− − − −

− −
−

− − − −

−
=

− +

=
− +

z

z
  

)از مقایسه روابط فوق و  )X z داریم:  
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 2 1 2 1

1

1 2

0 00
2

1

1 2

1 7[ ] 7
1 2 2 1 2 2 1

1
2 cos [ ]

41 2 2

1cos( )cos( ) 1 42
2 2

2 sin
1 2 2

n

a

a
a

n

z zx n
z z z z z

z
n u n

z z

e
e e

z
z z

π

π
ω ωω

π

− −

− − − − −

−

− −

−

−
−

−

− −

−
= − + +

− + − + −

−  =  − +  

  = → = =  →  =  

  
 

=

  
  
 
  

  
 
  



=
− +

-1

-1

-1

z

z

z

0 00
2

[ ]
4

1cos( )cos( ) 1
42

2 2

a

a
a

n u n

e
e e

π
ω ωω−

−
−

 
 
 

  = → = =  →  =  =   
( ) ( )[ ] 7 [ ] 7 2 cos [ ] 2 sin [ ]

4 4
n n

x n u n n u n n u nπ π   = − +   
   

  
  

  .با یک مثال این موضوع را نشان خواهیم داد. معادلات تفاضلی گسسته می باشد:حلدر  zز کاربردهاي تبدیل یکی ا
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    8-2مثال  3
  .کنید:حلمعادلات زیر را  Z با استفاده از تبدیل

[ ] 2 [ 1] [ ]y n y n nδ− − = )1  
   :حل

  :می گیریم zاین نوع معادلات از طرفین تبدیل  حلبراي 
{ } { }
{ } { } { }

( )1 1
1

[ ] 2 [ 1] [ ]

[ ] 2 [ 1] [ ]
1( ) 2 ( ) 1 ( ) 1 2 1 ( )

1 2
[ ] 2 [ ]n

y n y n n

y n y n n

Y z z Y z Y z z Y z
z

y n u n

δ

δ

− −
−

− − =

− − =

→ − = → − = → =
−

→ =

z z

z z z

 
  

  

[ 2] 4 [ 1] 4 [ ] 0
[0] 1, [1] 3

y n y n y n
y y

+ − + + =
= =

 )2  

  :حل
  :می گیریم zاین نوع معادلات از طرفین تبدیل  حلبراي 

{ }
{ } { } { } ( )

{ } ( ) ( )

{ } ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )

2.2.5
2 2 2 2

2.2.5

* 2 2 2 2

2

2

[ 2] 4 [ 1] 4 [ ] 0

[ 2] 4 [ 1] 4 [ ] 0 *

[ 2] [0] [1] 3

[ 1] [0]

3 4 4 0 4 4

4 4

T

T

y n y n y n

y n y n y n

y n z Y z z y zy z Y z z z

y n zY z zy zY z z

z Y z z z zY z z Y z Y z z z z z

z zY z
z z

+ − + + =

+ − + + =

+ = − − = − −

+ = − = −

→ − − − − + = → − + = −

−
→ =

− +

z

z z z

z

z
  

  :ابتدا صورت را به مخرج تقسیم می کنیم zچون کسر داراي صورت و مخرج هم درجه است؛ براي استفاده از عکس تبدیل 

( )

( )
( ) ( )

2 2

2

2

2 22 2

4 4

4 4 1

3 4
3 4 3 41 1

4 4 4 4 2 2

z z z z

z z

z
z z z zY z

z z z z z z

− − +

− − +

−

− −
= = + = + −

− + − + − −

  

  :بنابراین

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
1 1

2 2 2 22 1 2 1 1 1

1

3 23 4 2 221 1
1 2 1 2 1 2 1 2

3 3[ ] [ ] .2 [ ] 2 1 .2 [ 1] [ ] .2 [ ] 1 .2 [ 1]
2 2

n n n n

zz z zY z
z z z z z z

y n n n u n n u n n n u n n u nδ δ

−
− −

− − − −

−

× × × ×
= + − = + −

− − − −

→ = + − − − = + − − −
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 31صفحه 

 
  

    9-2مثال  3
  .نمایید حل zمعادله زیر را به روش تبدیل 

2 [ ] [ 1]x n nδ∇ = −   
   :حل

  :را اعمال می کنیم ∇این معادله ابتدا اپراتور براي حل 
2 [ ] [ 1] [ ] 2 [ 1] [ 2] [ 1]x n u n x n x n x n u n∇ = − → − − + − = −  

 :می گیریم zاکنون از طرفین تبدیل 
  

{ } { } { } { } { } { }

( ) ( )

( )

21 2 1 1 2 1 1 1

1

21

[ ] 2 [ 1] [ 2] [ 1] [ ] 2 [ 1] [ 2] [ 1]

( ) 2 ( ) ( ) ( ) 1 2 ( ) 1

( ) [ ] . [ ]
1

x n x n x n n x n x n x n n

X z z X z z X z z X z z z z X z z z

zX z x n n u n
z

δ δ

− − − − − − − −

−

−

− − + − = − → − − + − = −

→ − + = → − + = → − =

→ = → =
−

z z z z z z

  MATLABکاربرد  - 2-4
 2- 2مثال  -1

)2(  )1(  
clear all 
clc 
close all 
n=-10:10; 
y=unitstep(-n)+n.*unitstep(n-1); 
stem(n,y) 
xlabel('n') 
title('u[-n]+n.u[n-1]') 
ylim([-0.25,120]) 
grid on 

clear all 
clc 
close all 
n=-5:5; 
y=imp(n+3)+imp(n-3); 
stem(n,y) 
xlabel('n') 
title('delta[n-3]+delta[n+3]') 
ylim([-0.25,1.25]) 
grid on 

v نکته:  
  :به اپراتورهاي خطی زیر توجه کنید

{ } { }
( ) ( )

{ } { }

2

1 1

2

[ ] [ ] [ 1]
[ ] [ ] [ ] [ 1] [ ] [ 1]

[ ] [ 1] [ 1] [ 2]
[ ] 2 [ 1] [ 2]

[ ] [ ] [ 1]

[ ] [ 1] [ ]
[ ] [ ] [ 1] [ ] [ 1] [ ]

[ 2] [ 1

k k k

x n x n x n
x n x n x n x n x n x n

x n x n x n x n
x n x n x n

x n x n x n

x n x n x n
x n x n x n x n x n x n

x n x n

− −

∇ = − −

∇ = ∇ ∇ = ∇ − − = ∇ −∇ −

= − − − − − −

= − − + −

→ ∇ = ∇ −∇ −

∆ = + −

∆ = ∆ ∆ = ∆ + − = ∆ + − ∆

= + − +( ) ( )

1 1

] [ 1] [ ]
[ 2] 2 [ 1] [ ]

[ ] [ 1] [ ]k k k

x n x n
x n x n x n

x n x n x n− −

− + −

= + − + +

→ ∆ = ∆ + − ∆
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 3-6- 2مثال  -2
>> syms z 
>> expand((z-1)*(z-2)^2) 
ans = 
z^3 - 5*z^2 + 8*z - 4 
>> [r,f,k]=residue([2 0 1],[1 -5 8 -4]) 
r = 
   -1.0000 
    9.0000 
    3.0000 
f = 
    2.0000 
    2.0000 
    1.0000 
k = 
     [] 

  تابع تبدیل گسسته و پیوسته

>> x_n=tf([1],[1 2 2],0.1) 
Transfer function 
      1 
------------- 
z^2 + 2 z + 2 
  
Sampling time 0.1 

>> x_t=tf([1],[1 2 2]) 
 
Transfer function 
      1 
------------- 
s^2 + 2 s + 2 
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  تمرین -2-5
  :توابع زیر را بدست آورید zتبدیل   .1

  
2) الف 1[ ] nx n n a −=  

 )ب
( ) 21 [ ]nn a u n−−  ج (cos [ 1]

3
n u nπ  − 

 
)) د   )1 1

2
n n −  

  

  :منحنی زیر را بدست آورید zتبدیل   .2

  
  :آورید توابع زیر را بدست zعکس تبدیل   .3

  
) الف

( )( )
2

2

2( )
1 1
z zX z

z z z
+ +

=
− − +

)) ب   )
( )

1 4

21

11( )
4 1

z z
X z

z

− −

−

−
=

−
)) ج   )

( ) ( )

1 1

21 1

0.5
( )

1 1.5 1

z z
X z

z z

− −

− −

−
=

− −
  

  :حل نماییدمعادلات تفاضلی زیر را   .4
[ 2] [ 1] 0.25 [ ] [ 2]
[0] 2
[1] 3

x n x n x n u n
x
x

+ − + + = +
=
=

  الف(

  
 2 [ ] 2 [ 1] [ 2] [ ]x n x n x n u n− − + −   ب( =

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.5

1
x[n]

n

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir

http://WWW.MOHANDES.ORG


 

 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 

ش  ش      :: وم وم  
   طا   ز   ه ای  طا   ز   ه ای 

 zz     وزه       وزه     ای  ر ی     م ای  ر ی     م

 
 co

nt
ro

len
gin

ee
rs

.ir

http://WWW.MOHANDES.ORG


 زر  ی  ادزر  ی  اد:         :          درس درس                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                  ZZ طا   ز   ه ای  ای  ر ی     م    وزه   طا   ز   ه ای  ای  ر ی     م    وزه  : :  وم وم  ش   ش 

 35صفحه 

  zzمطالب زمینه اي براي بررسی سیستم ها در حوزه مطالب زمینه اي براي بررسی سیستم ها در حوزه   ::بخش سومبخش سوم  33

  مقدمه  -3-1

گسسته بسیار مفید - زمان 1تک ورودي و تک خروجی LTIبراي تحلیل و طراحی سیستم هاي  zاستفاده از روش هاي تحلیل 
البته . ز این طریق می پردازیمگسسته ا-در این فصل به بررسی روش هاي تحلیل و طراحی سیستم هاي زمان. می باشد

  :محدودیت هاي خاصی نیز دارد zبکارگیري تبدیل 
 .برداري  سیگنال ها باید بسیار کمتر از مهمترین ثابت زمانی سیستم باشد زمان نمونه •
 .برداري  نباید تغییرات زیادي داشته باشد برداري  شده در بین دو لحظه نمونه سیگنال نمونه •
 .باشد SISOسیستم باید از نوع  •

 
  برداري  ضربه اي و نگهداري سیگنال نمونه -3-2

در تحلیل  سیستم هاي . پیوسته باشند- گسسته و زمان-گسسته ممکن است داراي بخش هاي مختلف زمان- سیستم هاي زمان
به این برداري  ضربه اي می توان بیشتر  نقش مهمی را ایفا می کند که با معرفی مفهوم نمونه zگسسته تبدیل -کنترل زمان

  .موضوع پرداخت
از یک سیگنال قطار ضربه بصورت زیر  T دوره تناوببرداري  یک سیگنال با  همانطور که در بخش یک بیان گردید، براي نمونه

  :استفاده می شود

3-1  ( )
n

t nTδ
+∞

=−∞

−∑  

)برداري  از سیگنال  براي نمونه )x t ،( )x t نامیده می شود، سوار ) کاریر( 2بر روي این سیگنال که به اصطلاح سیگنال حامل
  :گردد می

3-2  ( ) ( ). ( )
n

x t x t t nTδ
+∞

∗

=−∞

= −∑  

)*سیگنال  )x t گویند 4و کل این فرآیند را مدولاسیون دامنه 3را سیگنال مدوله شده.  
  

  
sin(20دولاسیون دامنه سیگنال م 1-3شکل  )tπ  0.05برداري   نمونه دوره تناوبباsT =  

                                                                                                                                                           
1  Single Input Single Output (SISO) 
2 Carrier 
3  Modulated signal 
4 Amplitude Modulation 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
-1

-0.5

0

0.5

1

t

impulsetrain.*sin(2*pi*n),T=0.05

 

 
impulsetrain.*sin(2*pi*n)
sin(2*pi*n)
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یعنی دامنه ( .برداري  نگهداري می شود ، سیگنال در فواصل نمونهام با رابطه زیرkدر مرحله بعد با یک مدار نگهدارنده مرتبه 
  .)برداري  تا لحظه بعدي با این رابطه نگه داشته می شود یک لحظه نمونه هر نمونه از

3-2  ( ) ( )1
1 1

( )
... ( ) 1k k

k k

x nT nT
h nT

a a a x nT nT n T
τ

τ
τ τ τ τ−

−

=
+ =  + + + + < < +

 

,که در آن  1,...ia i n=  توابعی بر حسب مقادیر قبلی سیگنال و( )h t را  2- 3بطور کلی رابطه . خروجی مدار نگهدارنده می باشد
  ن بصورتمی توا

3-3  ( ) 1
1 1... ( ) 0k k

k kh nT a a a x nT Tτ τ τ τ τ−
−+ = + + + + ≤ <  

بالاتر باشد، دقت سیستم بالاتر خواهد بود اما این دقت به بهاي تاخیر زمانی بیشتر ) k(هر چه مرتبه نگهدارنده . بیان نمود
  .پردازیم در این بخش تنها به معرفی نگهدارنده هاي مرتبه صفر و اول می. خواهد بود

  نگهدارنده مرتبه صفر - 1- 2- 3

  :را برابر صفر قرار دهیم، داریم kمقدار 3-3اگر در رابطه 
3-4  ( ) ( ) 0h nT x nT Tτ τ+ = ≤ <  

  :به شکل زیر توجه کنید. برداري  دیگر ثابت خواهد ماند برداري  مقدار سیگنال تا نمونه آنگاه پس از هر بار نمونه
 

  
sin(20برداري  و نگهداري سیگنال  نمونهمراحل  2-3شکل  )tπ  0.05برداري   نمونه دوره تناوبباsT =  

  
)در اینجا خروجی  )h t که خروجی مدار نگهدارنده می باشد را می توان بصورت زیر بیان نمود  

( ) [ ] [ ](0) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 2 ) ...h t x u t u t T x T u t T u t T= − − + − − − +  

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
-1

0

1
sin(2*pi*t)

t

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
-1

0

1
sin(2*pi*n),T=0.05

n

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
-1

0

1
h(t),zero order hold

t
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3-5  ( ) ( )
0

( ) ( ) ( 1 )
n

h t x nT u t nT u t n T
∞

=

= − − − +  ∑  

  :برابر است با 5- 3تبدیل لاپلاس رابطه 

{ } ( )

( ){ } { } ( ){ }( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

0

0 0

1

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( 1 )

( ) ( ) ( 1 ) ( ) ( ) ( 1 )

1 1 1 1( ) ( ) 1 ( )

n

n n

n TsnTs nTs nTs Ts Ts nTs

n n n

h t x nT u t nT u t n T

x nT u t nT u t n T x nT u t nT u t n T

x nT e e x nT e e e e x nT e
s s s s

∞

=

∞ ∞

= =

∞ ∞ ∞
− +− − − − − −

= = =

= − − − +  

= − − − + = − − − +

    = − = − = −    

 
 
 

    

∑

∑ ∑

∑ ∑

L L

L L L

∑

  :بنابراین

3-6  ( )
0

1
( ) ( )

Ts
nTs

n

e
H s x nT e

s

− ∞
−

=

−
= ∑  

Tاز بخش قبل می دانیم که  sz e=  بیان نمود 7- 3را می توان به شکل روابط  6- 3بنابراین رابطه:  

3-7  
( ) *

0
0

( )

1
( ) ( ) ( ). ( )

Ts
n

h
n

X z

e
H s x nT z G s X s

s

− ∞
−

=

−
= =∑

1442443
 

)0که در آن  )hG s  تابع تبدیل مدار نگهدار مرتبه صفر و*( )X s  همان( )X z به بلوك دیاگرام زیر توجه کنید. می باشد:  
  
  

*( ) [ ]x t x n= ( )h t( )1 Tse
s

−−( )x t

( )
n

t nTδ
+∞

=−∞

−∑

×

  
  مرتبه صفر بلوك دیاگرام مدار نگهدارنده 3-3شکل 

برداري  نگهداشته شده  برداري  با مقدار سیگنال در لحظه نمونه شکل موجیست که در فاصله هاي نمونه 3-3خروجی دیاگرام 
  )3-2- 3شکل . (است

  نمونه بردار مرتبه اول - 1- 2- 3

  :را برابر یک قرار دهیم، داریم kمقدار 3-3اگر در رابطه 
3-8  ( ) 1 ( )h nT a x nTτ τ+ = +  

  :که در آن

 ( )
1

( ) ( 1 )x nT x n T
a

T
− −

=   
  :برداري  مقدار سیگنال تابعی خطی از مقادیر قبلی خود خواهد بود در این حالت پس از هر بار نمونه. می باشد
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3-9  ( ) ( )( ) ( 1 )
( ) 0

x nT x n T
h nT x nT T

T
τ τ τ

− − 
+ = + ≤ < 

 
 

 :به شکل زیر توجه کنید 
*( )x t

( )h t

0 T 2T 3T t

  
)برداري  و نگهداري سیگنال  نمونهراحل م 4-3شکل  )x t  برداري   نمونه دوره تناوبباT  

از آنجا که نگهدارنده مرتبه اول به مقادیر گذشته سیگنال بستگی دارد نمی توان مانند نگهدارنده مرتبه صفر فرم کلی براي آن 
)مثال اگر ورودي بدست آورد، اما بعنوان  )x t را پله واحد در نظر بگیریم:  

*( )u t( )u t

( )h t

0 T 2T 3T ... t

  
)برداري  و نگهداري سیگنال  نمونهمراحل  5-3شکل  )u t  0.4برداري   نمونه دوره تناوبباsT =  

)خروجی  )h t  می توان بصورت زیر بیان نمود 9- 3که خروجی مدار نگهدارنده می باشد را با استفاده از رابطه:  

( ) ( )( ) ( 1 )
( ) 0

u nT u n T
h nT u nT T

T
τ τ τ

− − 
+ = + ≤ < 

 
  

( )

( )

( ) ( )

(0) ( ) 1 00 (0) 1 1

( ) (0) 1 1( ) 1 1

( ) ( 1 ) 1 1( ) 1 1

x x Th x
T T t

x T xh T x T
T T

x nT x n T
h nT x nT

T T

τ
τ τ τ

τ τ τ

τ τ τ

− − −   → + = + = + = +   
   

− −   → + = + = + =   
   

− −  − → + = + = + =   
  

M
  

  :داریم 4-3از شکل . دیده می شود 4- 3که این موضوع به خوبی در شکل 

( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )t t t t Th t u t u t T u t u t T u t T
T T T T

−       = + − − = + − − − −       
       

  

  :خروجی نگهدارنده مرتبه اول براي ورودي پله واحد برابر است بابنابراین تبدیل لاپلاس 
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2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1( ) 1Ts Ts TsH s e e e
s Ts Ts s s Ts Ts

− − −− − +   = + − − = + = −   
   

  

  :برداري  شده بود داریم
* *

1

1 1( ) [ ] ( ) ( )
1 1

z e
u t u n U s U z

z e

=

− −= → = = =
− −

  
  :رتبه اول بدست می آید

( )

*

1

2

1( )
1 ( ) 1

1( ) 1

sT

h
Ts

U s
e H s TsG s e

Ts U s TsH s e
Ts

−

−

 = − → = = = − +  = −    

  

( )2

1 2

1( ) 1 Ts
h

TsG s e
Ts

− + = −  
 

 

( )x t

( )
n

t nTδ
+∞

=−∞

−∑

×

  
  بلوك دیاگرام مدار نگهدارنده مرتبه اول

  

2sinمقایسه خروجی نمونه بردار مرتبه صفر و اول بر روي سیگنال 
10

tπ 
 
 

1sTبا   =  

                                                                                                                                                                                                                                                                                                     ZZ طا   ز   ه ای  ای  ر ی     م    وزه   طا   ز   ه ای  ای  ر ی     م    وزه  
( )2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1( ) 1
Ts Ts

Ts Ts Tse e TsH s e e e
s Ts Ts s s Ts Ts

− −
− − −− − +   = + − − = + = −   

   
برداري  شده بود داریم از آنجا که ورودي نگهدارنده مرتبه اول سیگنال پله نمونه

1 1
1 1

Tz e

sTz e

=

− −= → = = =
− −

رتبه اول بدست می آیداکنون با داشتن تبدیل لاپلاس ورودي و خروجی، تابع تبدیل نگهدارنده م

( )
( )

2 2

* 2

11
( ) 1( ) 11( )

1

Ts

Ts

sT

Tse
H s TsTsG s e

U s Ts
e

−

−

−

+ −   +  → = = = −  
 

−

3-10  

  :بنابراین بلوك دیاگرام مدار نگهدارنده مرتبه اول بصورت زیر خواهد بود

*( ) [ ]x t x n= ( )h t

( )t nT−

( )2

2

11 Ts Tse
Ts

− + −  
 

بلوك دیاگرام مدار نگهدارنده مرتبه اول 6-3شکل 

  :ارنده معرفی شده را نشان می دهدمقایسه بین دو مدارنگهد

مقایسه خروجی نمونه بردار مرتبه صفر و اول بر روي سیگنال  7-3شکل 

ش  ش     طا   ز   ه ای  ای  ر ی     م    وزه   طا   ز   ه ای  ای  ر ی     م    وزه  : :  وم وم  

 39صفحه 

از آنجا که ورودي نگهدارنده مرتبه اول سیگنال پله نمونه

اکنون با داشتن تبدیل لاپلاس ورودي و خروجی، تابع تبدیل نگهدارنده م

H s Ts 
 
 

بنابراین بلوك دیاگرام مدار نگهدارنده مرتبه اول بصورت زیر خواهد بود
  

مقایسه بین دو مدارنگهد 7-3شکل 
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را حذف برداري  شده  بطور کلی مدارهاي نگهدار فیلترهاي پایین گذر هستند، یعنی فرکانس بالاي موجود در سیگنال نمونه
بار دیگر به ) 7- 1شکل (پیوسته تبدیل کنیم، -در صورتیکه بخواهیم سیگنال گسسته شده را مجددا به سیگنال زمان. کنند می

فیلتر هاي پایین گذر ایده آل دقیقاً سیگنال اصلی را بازسازي خواهند کرد، اما مدارهاي . مدارهاي نگهدار احتیاج خواهیم داشت
سیگنال اصلی را بطور تقریبی بازسازي خواهند )  که تقریبی از فیلتر پایین گذر ایده آل هستند(واقعی  نگهدار مرتبه صفر و اول

  .کرد

  برداري  شده بازسازي سیگنال هاي اصلی از روي سیگنال هاي نمونه -3-3

 وره تناوبدمهمترین نکته انتخاب درست ) فیلتر پایین گذر( براي بازسازي یک سیگنال با استفاده از مدارهاي نگهدار
پیوسته به قدر - برداري در مقایسه با بالاترین مولفه فرکانسی موجود در سیگنال زمان اگر فرکانس نمونه. باشد برداري  می نمونه

  .کافی بالا باشد، دقت بازسازي سیگنال اصلی بیشتر خواهد بود
  تعریف

  .سیگنال می گویندنمودار اندازه یک سیگنال بر حسب فرکانس را طیف فرکانسی  طیف فرکانسی
  

)بعنوان مثال طیف فرکانسی تابع  )20sin 0.1t  که با نرم افزارMATLAB رسم شده است بصورت زیر می باشد:  
  

  
)طیف فرکانسی سیگنال  8-3شکل  )20sin 0.1t  

  :براي درك بهتر این موضوع به یادآوري مباحث سري و تبدیل فوریه می پردازیم
  

  یادآوري 
)سري فوریه سیگنال متناوب  )x t  با دوره تناوبT بصورت زیر بیان می گردد  

3-11  
2 21( ) , ( )

n it i nT T
n n T

n
x t C e C x t e

T

π π ∞ − 
 

=−∞

= =∑ ∫  

  بصورت زیر بدست می آید 1تبدیل فوریه این سیگنال با مراجعه به جدول تبدیلات فوریه

3-12  {
0

2

0
2( ) 2 ( ) ( )

n nC C

n n
n n

X C n C n
T

π

ω

π
ω π δ ω δ ω ω

′∞ ∞=

=−∞ =−∞

  ′= − = − 
 

∑ ∑  

)بنابراین یک سیگنال متناوب  )x t  با دوره تناوبT در حوزه فرکانسی داراي شکل موجی به صورت زیر می باشد:  

                                                                                                                                                           
 .مراجعه نمایید 2براي توضیحات بیشتر به پیوست  1
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K
C

  
  Tبا دوره تناوب 

n  نسبت به هارمونیک اول به شدت کاهش پیدا
سري فوریه و نمودارهاي اندازه و زاویه ضرایب فوریه 

  
18.6154Tسري فوریه و نمودارهاي فرکانسی موج مربعی با دوره تناوب  =  

قدرت یک سیگنال در محدوده اي  بیشترین مقدار
به همین جهت طیف فرکانسی یک . قرار دارد)  8- 

  .اکنون می توانیم به مبحث بازسازي سیگنال باز می گردیم

(x t  باشد، براي بازسازي مناسب سیگنال
)عرض محدوده فرکانسی طیف سیگنال  )x t می باشد.  

                                                                                                                                                                                                                                                                                                     ZZ طا   ز   ه ای  ای  ر ی     م    وزه   طا   ز   ه ای  ای  ر ی     م    وزه  
( )X ω

K

0C′

1C′

2C′2C−′

1C−′

0ω0ω− 02ω02ω− 0

ω

)طیف فرکانسی سیگنال  8-3شکل  )x t  با دوره تناوب

nنیز پیداست، هارمونیک هاي سیگنال با افزایش  8-3همانطور که از شکل 
18.6154Tبعنوان مثال براي موج مربعی با دوره تناوب سري فوریه و نمودارهاي اندازه و زاویه ضرایب فوریه  =

  :باشند

سري فوریه و نمودارهاي فرکانسی موج مربعی با دوره تناوب  9-3شکل 

بیشترین مقداربنابراین با بررسی طیف فرکانسی سیگنال هاي گوناگون متوجه می شویم که 
- 3ناحیه داخل کادر خط چین در شکل (آن ) 0ωیعنی (شامل هارمونیک اول 

اکنون می توانیم به مبحث بازسازي سیگنال باز می گردیم. سیگنال را در این محدوده ترسیم می کنند

  برداري نایکوئیست نمونه

)سیگنال  برداري نمونهبراي  Tر با دوره فرکانس متناظ )x t

02sωشده باید  برداري  ω>  02که در آن باشدω  عرض محدوده فرکانسی طیف سیگنال

ش  ش     طا   ز   ه ای  ای  ر ی     م    وزه   طا   ز   ه ای  ای  ر ی     م    وزه  : :  وم وم  
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همانطور که از شکل 
بعنوان مثال براي موج مربعی با دوره تناوب. کنند می

باشند بصورت زیر می

بنابراین با بررسی طیف فرکانسی سیگنال هاي گوناگون متوجه می شویم که 
شامل هارمونیک اول 

سیگنال را در این محدوده ترسیم می کنند

v  نمونهقضیه

فرکانس متناظ sωاگر 
برداري  نمونه
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  :براي درك بهتر این موضوع، به شکل هاي زیر توجه کنید
( )X ω

ω
0ω0ω−

02W ω=

A

  
)(نماي کلی طیف فرکانسی یک سیگنال  10-3شکل  )x t(  

  :داریم 2- 3ي  گردد، بر طبق رابطه بردار نمونه sT دوره تناوباگر این سیگنال با یک قطار ضربه با 
2 1( ) ( ). ( ) ( ) ( )s T

s
n n

x t x t t nT X X n
T

π
ω

δ ω ω ω
+∞ +∞=∗ ∗

=−∞ =−∞

= − → = +∑ ∑  
  

برداري   مطابق قضیه نمونهsωحال اگر . در محور فرکانس تکرار می گردد sωیعنی طیف سیگنال با فاصله هایی به اندازه 
  :انتخاب گردد، داریم

( )X ω

ω

0ω0ω−

02W ω=

A
T

sωsω− 0sω ω− 0sω ω+0sω ω− +0sω ω− −

   
)نماي کلی طیف فرکانسی سیگنال  11-3شکل  )*x t برداري   با رعایت معیار قضیه نمونه  

  :برداري  انتخاب نگردد، داریم مطابق قضیه نمونهsωاگر اما 
( )X ω

ω

0ω0ω−

02W ω=

A
T

sωsω− 0sω ω− 0sω ω+0sω ω− +0sω ω− −

  
)نماي کلی طیف فرکانسی سیگنال  12-3شکل  )*x t برداري   با عدم رعایت معیار قضیه نمونه  

)اکنون براي بدست آوردن سیگنال اصلی  )x t  مدار نگهدارنده(و یک فیلتر پایین گذر مناسب  11- 3با استفاده از طیف شکل (
  . امکان پذیر نمی باشد 12- 3عملی براي طیف شکل این درحالیست که چنین . توان به سیگنال اصلی دست پیدا کرد می

  تابع تبدیل پالسی -3-4

پیوسته را به تبدیل لاپلاس -پیوسته، تبدیل لاپلاس خروجی زمان-کنترل خطی می دانیم که تابع تبدیل سیستم زمان از درس
  :به ورودي مرتبط می گردددر چنین سیستمی خروجی از طریق رابطه انتگرال کانولوشن . پیوسته ارتباط می دهد-ورودي زمان
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3-13  
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* ( )
t t

y t g t x d x t g d g t x tτ τ τ τ τ τ= − = − =∫ ∫  

  :تابع تبدیل مربوط به آن بدست می آید 13- 3با اعمال تبدیل لاپلاس بر روي معادله 

3-14  { } ( )( ) ( )* ( ) ( ). ( ) ( )
( )

Y sY s g t x t G s X s G s
X s

= = → =l  

ورودي نمونه برداري  z برداري به تبدیل خروجی را در لحظه هاي نمونه zگسسته تابعی که تبدیل -اما براي سیستم هاي زمان
رابطه مجموع کانولوشنی به ورودي مرتبط  در چنین سیستمی خروجی .گویندتابع تبدیل پالسی شده ارتباط می دهد را 

  :گردد می

3-15  
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* ( )
n n

h h
y nT g nT hT x nT x nT hT g nT x nT g nT

= =

= − = − =∑ ∑  

)که در آن  )x n T  یا[ ]x n به شکل زیر توجه کنید. شده است همان ورودي نمونه برداري:  
( )x t *( )x t

T

*( )y t

( )G s ( )y t
T

  
 پیوسته با ورودي و خروجی نمونه برداري شده-یک سیستم زمان 13-3شکل 

  :تابع تبدیل پالسی مربوط به آن بدست می آید 15- 3بر روي معادله  zبا اعمال تبدیل 

 3 -15  { } ( )( ) [ ]* [ ] ( ). ( ) ( )
( )

Y zY z g n x n G z X z G z
X z

= = → =z  

پیوسته - گسسته اغلب مواقع با سیگنالهایی که برخی نمونه برداري شده و برخی زمان- کنترل زماندر تحلیل سیستم هاي 
بنابراین براي محاسبه تابع تبدیل پالسی و تحلیل اینگونه سیستم ها باید بتوانیم تبدیل سیگنال هاي . هستند سروکار داریم

این در حالیست که . مختلف سیستم هستند را بدست آوریممراحل خروجی سیستم هایی را که شامل عملیات نمونه برداري در 
اگر ورودي یک بلوك توسط قطار ضربه با دوره . داده می شود) تبدیل لاپلاس(پیوسته -در اکثر مسائل تابع تبدیل سیستم زمان

T نمونه برداري شود داریم:  
{ } { }* * *( ) ( ) ( ). ( ) ( ). ( )Y z Y s G s X s G z X z= = =z z  

sبا zان به عنوان تبدیل لاپلاس ستاره دار با جایگزین کردن را می تو zتبدیل  Te در نظر گرفت.  
 

    1- 3مثال  3
  :تابع تبدیل پالسی سیستم هاي زیر را بدست آورید

( )x t *( )x t
T

*( )y t
1

1s +

( )y t
T

 
  :حل

( ) { }
2.1.7

1

1 1( ) ( ) ( )
1 1

T

TG s G z G s
s e z− −= → = =

+ −
z  
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( )x t *( )x t

T

*( )y t( )
1 1

1

sTe
s s s

−−
+

( )y t
T

  
  :حل

( )
1 1( )

1

sTeG s
s s s

−−
=

+
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
2 2 2

1 1
2 2

( )

1 1 1( ) 1 1 1
1 1 1

11 1
1 1

sTz e
sT sT

F s

G z e e z
s s s s s s

A B Cz z
s s s s s

=
− − −

− −

→ = − = − = −
+ + +

=

          
     
          

 
    
   

  
 

− = − +
+



+
+14243

z z z

z z

  

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )( )

2
2 20 0 0

2

0 0

21 1

0 1 1 11 1 1lim ( ) lim lim 1
1! 1 1 0 1

1 1lim ( ) lim 1
1 0 1

1 1lim 1 ( ) lim 1
1

s s s

s s

s s

sd d dA s F s
ds ds s ds s

B s F s
s

C s F s
s

→ → →

→ →

→− →−

 × + − × − = = = = = −    +  + + 
 = = = = + + 

 = + = = = 
 

  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

12.1
1 1

22 1 11

1

1 1 1 1 1( ) 1 1
1 1 11

1

T

T

TzG z z z
s s s z e zz

z

−
− −

− − −−

−

 
 → = − − 

 + = − − +
 + − −− 

=



−

 
z

( ) ( )( ) ( )
( )

21 1 1 1 1

1 2

1 1 1 1

1

T TTz e z e z z z

z

− − − − − − −

−

− − − − + −

− ( )1

1 2

1

1

T

T

e z

Tz Tz e

− −

− − −

 
 
 − 

− −
=

1 1 2 1T Tz e z e z− − − − −+ + − +

( )( )
( ) ( )

( )( )

1 2

1 1

1 2

1 1

2
1 1

1 1

1 1

T

T T T

T

z z
z e z

T e z z e Te

z e z

− −

− − −

− − − − −

− − −

− +
− −

− + + − −
=

− −

  

  تابع تبدیل پالسی براي بلوك هاي متوالی - 1- 4- 3

  :اکنون براي بلوك هاي پشت سر هم تابع تبدیل پالسی را محاسبه می کنیم

( )x t

*( )x t
T

*( )y t1( )G s
( )y t

T
)فلا(

2 ( )G s

( )x t *( )x t
T

*( )y t1( )G s
( )y t

T

2 ( )G s

)ب(

T

( )h t

( )h t *( )h t

  
  دو روش براي اتصال بلوك هاي پشت سر هم 14-3شکل 
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  :الف داریم 14-3براي شکل 
*

1
*

2

( ) ( ). ( )

( ) ( ). ( )

H s G s X s
Y s G s H s

=

=
  

  :با اعمال لاپلاس ستاره دار داریم
* * *

1 * * * *
2 1 1 2* * *

2

( ) ( ). ( )
( ) ( ) ( ). ( ) ( ) ( ) ( ). ( )

( ) ( ). ( )

H s G s X s
Y s G s G s X s Y z G z G z X z

Y s G s H s

 = → = → =
=

  

1الف برابر  14- 3بنابراین تابع تبدیل پالسی شکل  2( ) ( )G z G z ب داریم 14-3اي شکل اما بر. می باشد:  

12

*
2 1

( )

( ) ( ). ( ). ( )
G s

Y s G s G s X s= 14243  

  :با اعمال لاپلاس ستاره دار داریم
* * *

12 12( ) ( ). ( ) ( ) ( ). ( )Y s G s X s Y z G z X z= → =  
1ب برابر  14- 3بنابراین تابع تبدیل پالسی شکل  2( )GG z می باشد که:  

1 2 1 2( ) ( ). ( )GG z G z G z≠  
    2- 3مثال  3

1sTزیر را براي  تابع تبدیل پالسی سیستم هاي   :بدست آورید =
  

( )x t *( )x t
T

*( )y t
1
s

( )y t
T

1
2s +

T

( )h t *( )h t

 
  :حل

( )( )

2

1 1 1

0.1353

2 2 2 1 2 1 1

1 2 1 1

1 1 1( ) ( )
1

1 1 1 1 1( ) ( )
2 2 1 1 1 0.13

( ) 1( ). ( )
( ) 1 1 0.13

e

T

G s G z
s s z

G s G z
s s e z e z z

Y z G z G z
X z z z

−

−

=

− − − − −

− −

= → = =
−

= → = = = =
+ + − − −

→ = =
− −

 
 
 

 
 
 

z

z  

  

( )x t *( )x t
T

*( )y t
( )y t

T
( )h t1

s
1

2s +

  
  :حل

12
( ) ( )
( )

Y z G z
X z

=  

1

12

2

1( )
1 1 1 1( )

1 ( 2) 2 2 2( )
2

G s A Bs G s
s s s s s sG s

s

 =  → = = + = −  + + +  =
 +
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( ) ( )( )12 120 0 2 2

12 1 1

1 1 1 1 1 1lim . ( ) lim , lim 2 . ( ) lim
( 2) 0 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1( )
2 2 2 1 1 0.13

1

s s s s
A s G s B s G s

s s

G z
s s z z

→ → →− →−

− −



   = = = = = + = = = −   + + −  

   → = − = −   + −


 
  −   

=

z

10.13 1z−− −

( )( )
( )

( )( )
11

1 1 1 1

1 0.13
2 1 1 0.13 2 1 1 0.13

zz
z z z z

−−

− − − −

−+
=

− − − −

  

  ي سیستم حلقه بستهتابع تبدیل پالسی برا - 2- 4- 3

سیستم حلقه بسته . گذارد در یک سیستم حلقه بسته، وجود یا عدم وجود یک نمونه بردار در حلقه در رفتار سیستم تاثیر می.
  :شکل زیر را در نظر بگیرید

*( )E s
T

( )G s
( )E s

( )H s

∑
( )X s ( )Y s

−

  
  دیاگرام بلوکی یک سیستم حلقه بسته با وجود نمونه بردار 15-3شکل 

  :تم از سیگنال خطا نمونه برداري می شوددر این سیس
*

*
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
GH s

E s X s H s Y s
E s X s G s H s E s

Y s G s E s
=

= −
→ = −

= 14243  

  :با اعمال تبدیل لاپلاس ستاره دار داریم

( )
*

* * * * * * * *
*

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )
1 ( )

X sE s X s GH s E s E s GH s X s E s
GH s

= − → + = → =
+

  

  :از طرفی

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
* * * * *

*

( ) ( )
1 ( ) 1 ( )
G s X s G z X z

Y s G s E s Y s G s E s Y s Y z
GH s GH z

= → = → = → =
+ +

  

3-16  ( ) ( )( )
( ) 1 ( )

G zY zT z
X z GH z

= =
+

 

    3- 3مثال  3
1sTتابع تبدیل پالسی سیستم زیر را براي    :بدست آورید =

  

*( )E s
T

( )E s
∑

( )X s ( )Y s
1

k
s +

−

1( )G s 2 ( )G s
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  :حل
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )
( )

( )

* * ** *
121 2 12

* * *

* * * * * * * *
12 12 12

*
12* 12

*
12 12

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )

( )( ) ( )
1 1 ( )

Y s G s E sY s G s G s E s G s E s
E s X s Y s E s X s Y s

Y s G s X s Y s Y s G s G s X s

G s G zT s T z
G s G z

 = = = → 
= − = −  

→ = − → + =

→ = → =
+ +

  

  :بنابراین ابتدا تک تک توابع را محاسبه می کنیم

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

11
1

12

( )

1
1 1

1 1 1

0 0 1

1 1( ) 1 1
1 1 1

1 1 1 11 1
1 1 1

1 1lim . ( ) lim 1 , lim 1
( 1) 0 1

TsTs T e z
Ts

F s

T

s s s

e k A BG z k e k z
s s s s s s

k z k z
s s z e z

A s F s B s
s

− −− = =
− −

=
− −

− − −

→ → →−

−
= = − = − +

+ + +

 = − −

 
      

     
    



= − − + − − 
 

= = = = = + 

 
 
 


+



+ 

14243
z z z

z

( )
1

1. ( ) lim 1
s

F s
s→−

 = = − 
 

  

( )1
12 ( ) 1G z k z−= −

1 1 1 1e z− −− −

( )
1

11
z

z

−

−

+

− ( )
( )
( )

1 1

1 11 1

1

11

k e z

e ze z

− −

− −− −

  −  =  −− 
 

  

    4- 3مثال  3
  :رابطه بین ورودي و خروجی سیستم زیر را بدست آورید

  

*( )M s

T
( )E s

∑
( )X s ( )Y s

( )( )1 5
k

s s+ +
−

( )M s1
s

21
s

+

1( )G s 2 ( )G s
( )H s

  
  :حل

( )
( )

( ) ( )

*
2

1

1

*
2 *

1 1 2
1 1

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

Y s G s M s
E s X s H s Y s M s G s X s H s Y s
M s G s E s

Y s G s M s
M s G s X s G s G s H s M s

M s G s X s G s H s Y s

 =


= − → = −
 =

 =→ → = −
= −

  

  :با اعمال تبدیل لاپلاس ستاره دار داریم
1 1 * * * *

1 12
12 1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
G X s G s X s

M s G X s G H s M s
G H s G s G s H s

=
→ = − =

  

( )
*

* * * * 1
12 1 *

12

( )( ) 1 ( ) ( ) ( )
1 ( )

G X sM s G H s G X s M s
G H s

→ + = → =
+
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( ) ( ) ( )* * *
2 1 2 1 2 1*

* *
12 12 12

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 ( ) 1 ( ) 1 ( )
G s G X s G s G X s G z G X z

Y s Y s Y z
G H s G H s G H z

= → = → =
+ + +

  

  zو صفحه  sنگاشت میان صفحه  -3-5

قطب هاي حلقه بسته محل پیوسته خطی تغییرناپذیر با زمان توسط -نپایداري مطلق و نسبی سیستم ها کنترل حلقه بسته زما
Tبا رابطه  sو  zاز آنجایی که متغیرهاي مختلط . تعیین می شود sدر صفحه  sz e=  به یکدیگر مرتبط هستند، بین قطب ها و

گسسته خطی تغییر ناپذیر با زمان را می توان بر -انپایداري سیستم حلقه بسته زم. نیز ارتباط وجود دارد zو  sصفرهاي صفحه 
گسسته - توجه کنید که رفتار دینامیکی سیستم کنترل زمان. قطب هاي تابع تبدیل پالسی حلقه بسته تعیین نمودمحل حسب 

  .ی دهدرا تغییر م zقطب ها و صفرهاي صفحه محل  Tبستگی دارد یعنی تغییر دوره نمونه برداري  Tبه دوره نمونه برداري 
  یک متغیر مختلط می باشد که داراي دو جزء حقیقی و موهومی است sاز آنجایی که متغیر 

3-17  s jσ ω= +  
3-18  ( )T j T iTz e e eσ ω σ ω+= =  

  :به شکل زیر توجه کنید

s jω=

s
σ

=s
σ

=
−

s jω= −

jω

σ

z ω=R

z ω= −R
z e σ−=

1z =

z eσ=

  
 zو صفحه  sنگاشت بین صفحه  16-3شکل 

1zمعادل  sدر صفحه  jωبعنوان مثال محور    :می باشد زیرا zدر صفحه  =
0 1j T j Ts j z e z eω ωω= + → = → = = 

iTeاز ریاضیات مهندسی می دانیم که  ω  2یک تابع متناوب با دوره تناوب iπ می باشد:  
( )2i T kT iT Tz e e e e ω πσ ω σ += =  

2هایی که اختلاف آنها مضارب صحیحی از فرکانس نمونه برداري محل در  sقطب ها و صفر هاي صفحه بنابراین  
T
π  است به

  .وجود دارد sبینهایت معادل  zنگاشته می شوند یعنی براي هر مقدار  zهاي یکسانی در صفحه محل 

  zبه صفحه  s نگاشت نیمه چپ صفحه -5-1- 3

  :داریم) قطب هاي پایدارمحل ( sدر نیمه چپ صفحه 

{
0

1

1T iT T iT Tz e e z e e eσσ ω σ ω σ<

=

= → = = <
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ره واحد به مرکز مبدا زمانی پایدار است که تمام قطب هاي تابع تبدیل پالسی آن در درون دای zبنابراین یک سیستم در صفحه 
  :قرار گیرند

( )Re s [ ]Re z

( )Im s [ ]Im z

  
 zو صفحه  sین نیم صفحه چپ صفحه نگاشت ب 17-3شکل 

بین ωوجود دارد، براي زاویه  sبینهایت معادل  zعکس این نگاشت نیز صادق است ولی با توجه به این نکته که براي هر مقدار 
 2πزاویه هاي بیشتر از (براي زوایاي مربوط به صفحات ریمان . وار اصلی گویندرا ن zنوار نگاشته شده در صفحه  2πتا  0

  :به شکل زیر توجه کنید. نگاشته خواهد شد zنوارهایی موازي با نوار اصلی به نام نوارهاي متمم در صفحه ) 0یا کمتر از 

( )Re s

( )Im s

2
si ω

2
si ω

−

3
2

si ω

3
2

si ω
−

M

M
( )Re s

( )Im s

  

 zو صفحه  Sناحیه داخلی دایره واحد در صفحه  نگاشت بین 18-3شکل 

  نگاشت مکان هاي ثابت - 5-2- 3

  :را به خوبی نمایش می دهد zبه صفحه  sجدول زیر نگاشت مکان هاي ثابت صفحه 
 

  نگاشت مکان هاي ثابت 1-3 جدول
 zمعادل صفحه   sمعادل صفحه   نام مکان ثابت

قسمت مکان 
  حقیقی ثابت
( )cteσ =  
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قسمت مکان 
  ثابتموهومی 

( )cteω =  

    

  MATLABکاربرد  - 3-6

  1-3شکل 
close all 
Ts = 0.05; 
Len = 40; 
impulsetrain = ones(1, Len); 
n = 0TsTs*(Len-1); 
y=impulsetrain.*sin(2*pi*n); 
stem(n,y,'k'); 
hold on 
N = 10; 
dt = Ts/N; 
t = 0dtTs*Len-dt; 
z=sin(2*pi*t); 
plot(t,z,'.-b') 
xlabel('t') 
title('impulsetrain.*sin(2*pi*n),T=0.05') 
legend('impulsetrain.*sin(2*pi*n)','sin(2*pi*n)') 

  
  7- 3شکل 

  
  

  9- 3لینک دانلود برنامه شکل 
http//users.ece.gatech.edu/mcclella/matlabGUIs/index.html  
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  تمرین -3-7
نمونه بردار مرتبه ) نمونه بردار مرتبه صفر و ب) و عبور از الف Tدوره تناوببرداري با  خروجی سیگنال زیر را پس از نمونه  .1

  .رسم نماییدیک 

  
  )الف(

  
  )ب(

  :رابطه بین ورودي و خروجی سیستم هاي زیر را بدست آورید  .2
T

∑
( )X s ( )Y s

−

1( )G s

( )H s

T

  
  )الف(

T

∑
( )X s ( )Y s

2 ( )G s

−

1( )G s

( )H s

T

  
  )ب(

T

∑
( )X s ( )Y s

2 ( )G s

−

1( )G s

( )H s

  
  )ج(
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T

∑
( )X s ( )Y s

−

1( )G s

( )H s

  
  )د(

1sTراي سیستم زیر تابع تبدیل پالسی را براي ب  .3   :محاسبه نمایید =

*( )E s
T

( )E s
∑

( )X s ( )Y s
( )22

k
s +

−

1( )G s 2 ( )G s

  
1sTبراي سیستم زیر تابع تبدیل پالسی را براي   .4   :محاسبه نمایید =

*( )E s
T

( )E s
∑

( )X s ( )Y s

−

1( )G s 2 ( )G s

2
k

s +
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ش  ش      :: ھارم ھارم  
     م   و     رل   نده  ی د ل    م   و     رل   نده  ی د ل ر ی  ر ی 
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  و کنترل کننده هاي دیجیتالو کنترل کننده هاي دیجیتال    بررسی سیستم هابررسی سیستم ها  ::بخش چهارمبخش چهارم  33

 مقدمه -4-1

پس از آشنایی با مبانی کنترل دیجیتال در این بخش به بررسی پایداري و مشخصات پاسخ گذراي سیستم هاي دیجیتال 
  . پردازیم می

 Zتحلیل پایداري سیستم هاي حلقه بسته در حوزه  - 4-2

  برابر  1- 4در بخش قبل دیدیم که تابع تبدیل پالسی سیستم حلقه بسته به شکل 

4-1  ( ) ( )( )
( ) 1 ( )

G zY zT z
X z GH z

= =
+

 

  .می باشد
*( )E s

T

( )G s
( )E s

( )H s

∑
( )X s ( )Y s

−

  
  دیاگرام بلوکی یک سیستم حلقه بسته با وجود نمونه بردار 1- 4شکل 

)که در آن  )G s محل  1-4با توجه به معادله . ...)مدار نگهدار و سیستم و (ن بلوك پشت سر هم باشد می تواند ضرب چندی
  از ریشه هاي معادله zقطب هاي این سیستم حلقه بسته در صفحه 

4-2  ( ) 1 ( ) 0z GH z∆ = + =  
ی نکات زیر باید برقرار براي پایداري چنین سیستم. تابع تبدیل پالسی گویند معادله مشخصهکه این معادله را . بدست می آید

  :باشد
قرار  zبراي اینکه سیستم پایدار باشد، قطب هاي حلقه بسته یا ریشه هاي معادله مشخصه باید در درون دایره واحد در صفحه  •

 .هر قطب حلقه بسته که در خارج از این ناحیه باشد، سیستم را ناپایدار می کند.  گیرند
1zدر صورتیکه یک قطب ساده در  • 1zیا  = = 1zیا دو قطب ساده یکی در (قرار گیرد،  − 1zو دیگري در  = = یا ) −

 .سیستم پایدار مرزي خواهد بودقرار گیرد،  zیک جفت قطب مختلط مزدوج بر روي دایره واحد در صفحه 
 .لقه بسته بر روي دایره واحد نیز سیستم را ناپایدار می کندهر قطب مکرر ح •
 .ندارند 1صفر هاي حلقه بسته تاثیري روي پایداري مطلق •

    1- 4مثال  3
1پایداري سیستم را براي . سیستم حلقه بسته شکل زیر را در نظر بگیرید , 1sT k=   .بررسی نمایید =

                                                                                                                                                           
1 Absolute Stability 
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T

∑
( )X s ( )Y s

−

1( )G s 2 ( )G s

( )1
k

s s +

 
  لح

  :ابتدا تابع تبدیل پالسی سیستم را بدست می آوریم 

( ) ( )1 2 2

1 1 1( ) ( ) ( )
1 1

s se eG s G s G s
s s s s s

− −− −
= = =

+ +
 

  :ب داریم-1- 3از مثال 
( ) ( )

( )( )
( )

( )( )
1 2 1 1 2 1

1

1 1 1 1 1

1 1 1 2
( )

1 1 1 1

( )( )
1 ( )

T T T T

T

T e z z e Te e z z e
G z

z e z z e z

G zT z
G z

− − − − − − − − −
=

− − − − − −

− + + − − + −
→ = =

− − − −

=
+

  

  :داریم 2-4از رابطه 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )

1 1 2 1

1 1 1

1 1 1 1 1 2 1

1 1 1

1 1 1 1 1 2 1

1 2
1 ( ) 0 1 0

1 1

1 1 1 2
0

1 1

1 1 1 2 0

e z z e
z G z z

z e z

z e z e z z e

z e z

z e z e z z e

− − − −

− − −

− − − − − − −

− − −

− − − − − − −

+ −
∆ = + = → ∆ = + =

− −

− − + + −
→ =

− −

→ − − + + − =

  

  :داریم 2zبا ضرب طرفین در یک عامل 
( ) ( ) ( )2 1 1 1 2 11 1 2 0z z z e e z e z ze× − − − −→ − − + + − = → − 1 1z e e z− −− + + ( )

( ) ( ) {

1

2 1 1 2 1

0.6321

1 2 0

1 2 0 1 0

e

z z e e z z z e

−

− − −

+ − =

 
→ − + − + = → ∆ = − + − = 

 

  

  :که ریشه هاي این معادله برابر است با

( )
}

2

1,2

1 1 4 1 0.6321 1 1.5284 1 1 1.5284 0.5 0.6181
2 2 2

i

z i
− − ± − × × ± − ± − ×

= = = ≅ ±  
  .هر دو ریشه داخل دایره واحد قرار دارند، بنابراین سیستم پایدار است

  

از آنجا که تعیین ریشه هاي معادلات مرتبه سوم به بالاتر نیازمند محاسبات پیچیده و زمان بر می باشد، براي تعیین پایداري 
  .استفاده می گردد معیار پایداري ژوريجاي استفاده از روش بدست آوردن ریشه ها از معیاري به نام سیستم ب

  معیار پایداري ژوري - 4-1-1

)براي اعمال معیار پایداري ژوري به یک معادله مشخصه  )z∆  با مرتبهn به فرم:  
4-3  ( ) 1

1 1 0... 0n n
n nz a z a z a z a−

−∆ = + + + + =  
  

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir

http://WWW.MOHANDES.ORG


    وه  س    رل د ل و   ر   ی  وه  س    رل د ل و   ر   ی

 56صفحه 

  :ابتدا جدولی با ضرایب محاسبه شده به شکل زیر بوجود می آوریم

0 0 1

1

0 2

3

0,1,2,..., 1 0,1,2,..., 2 ....

0,1,2

n k n k
k k

n k n k

n k
k

k

a a b b
b k n c k n

a a b b

p p
q k

p b

− − −

−

− −

= = − = = −

= =
  

  جدول پایدار ژوري 1-4جدول 
0 1 2 3 2 1

0 1 2 3 2 1

1 2 3 2 1 0

0 1 2 3 2 1

1 2 3 2 1 0

0 1 2 3 2 1

1 2 3 2 1 0

0 1 2 3

3 2 1 0

0 1 2

1
2
3
4
5
6

2 5
2 4
2 3

n n n

n n n

n n n n

n n n

n n n n

n n n

n n n n

z z z z z z z
a a a a a a a
a a a a a a a
b b b b b b b
b b b b b b b
c c c c c c c
c c c c c c c

n p p p p
n p p p p
n q q q

− −

− −

− − −

− −

− − −

− −

− − −

−
−
−

L
L
L
L
L
L
L

M M M M M

  

  :سپس از معیار پایداري با آزمون ژوري استفاده می کنیم

v معیار پایداري آزمون جوري  

  :پایدار است اگر تمام شرایط زیر برقرار باشند 3- 4سیستمی با معادله مشخصه 
0 na a<  )1(  
( )

1
0

z
z

=
∆ >  )2(  

( )
1

0
0z

n
z

n=−

>
∆ <

  )3(  

1 0

2 0

n

n

b b

c c
−

−

<

<

M
  

)4(  

  
  

  :به مثال زیر توجه کنید
  

    2- 4مثال  3
  .سته سیستم هاي زیر را مشخص نماییدپایداري حلقه ب

v نکته:  

)اگر  )
1

0
z

z
=

∆ 1zباشد و شرط هاي دیگر برقرار باشند، سیستم حداقل یک ریشه در  =   .دارد =
  

 زوج
 فرد
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( ) 4 3 21.2 0.07 0.3 0.08 0z z z z z∆ = − + + − =)1 
  :حل

  :براي تعیین پایداري سیستم فوق ابتدا جدول ژوري را تشکیل می دهیم
4 2 3 5n n= → − =  

  :پنج ردیف براي جدول داریم
0 1 2 3 4

0.08 0.3 0.07 1.2 1
1 1.2 0.07 0.3 0.08

0.08 1 0.08 1.2 0.08 0.0.7 0.08 0.3
0.994 1.176 0.0756 0.204

1 0.08 1 0.3 1 0.07 1 1.2
0.204 0.0756 1.176 0.994

1
2

3

4

5
0.994 0.204 0.994 0.0756

0.946
0.204 0.994 0.

z z z z z
− −

− −

− − − − −
= − = = − = −

− −

− − −

− − − −
=

− − −
0.994 1.176

1.184 0.315
204 1.176 0.204 0.0756

−
= − =

− −

  :اکنون به بررسی شرایط معیار ژوري می پردازیم

01) 0.08 1na a< → − < R 

( )
1

2) 1 1.2 0.07 0.3 0.08 0.09 0
z

z
=

∆ = − + + − = > R 
n زوج است بنابراین:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3 2

1
3) 1 1.2 1 0.7 1 0.3 1 0.08 1 1.2 0.7 0.3 0.03 1.89 0

z
z

=−
∆ = − − − + − + − − = + + − − = > R

1 0

2 0

0.204 0.994
4)

0.315 0.946
n

n

b b

c c
−

−

< → − < −

< → <
R  

  .بنابراین این سیستم پایدار است
>> roots([1 -1.2 0.07 0.3 -0.08]) 
ans = 
   -0.5000ü 
    0.8000ü 
    0.5000ü 
    0.4000ü 
 

( ) 3 21.1 0.1 0.2 0z z z z∆ = − − + =)2 

  :براي تعیین پایداري سیستم فوق ابتدا جدول ژوري را تشکیل می دهیم
3 2 3 3n n= → − =  

  :سه ردیف براي جدول داریم
0 1 2 3

0.2 0.1 1.1 1
1 1.1 0.1 0.2

0.2 1 0.2 1.1 0.2 0.1
0.96 1.08 0.12

1 0.2

1
2

1 0.1 1 1.1
3

z z z z
− −
− −

− −
= − = = −

− −

  
  :اکنون به بررسی شرایط معیار ژوري می پردازیم

01) 0.2 1na a< → < R 
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( )
1

2) 1 1.1 0.1 0.2 0
z

z
=

∆ = − − + = S 
n فرد است بنابراین:  

( ) ( ) ( ) ( )3 2

1
3) 1 1.1 1 0.1 1 0.2 1 1.1 0.1 0.2 1.8 0

z
z

=−
∆ = − − − − − + = − − + + = − < R

1 04) 0.12 0.96nb b− < → − < − R  
)از آنجا که  )

1
0

z
z

=
∆ 1z(و سه شرط دیگر برقرار است، سیستم حداقل یک ریشه روي دایره واحد دارد  =  مرزيو پایدار ) =

  .است
>> roots([1 -1.1 -0.1 0.2]) 
ans = 
    1.00003 
   -0.4000ü 
    0.5000ü 
 

( ) 3 21.3 0.08 0.24 0z z z z∆ = − − + =)3 

  :براي تعیین پایداري سیستم فوق ابتدا جدول ژوري را تشکیل می دهیم
3 2 3 3n n= → − =  

  :سه ردیف براي جدول داریم
0 1 2 3

0.24 0.08 1.3 1
1 1.3 0.08 0.24

0.24 1 0.24 1.3 0.24 0.08
0.9424 1.2808 0.232

1 0.

1
2

24 1 0.08 1 1.
3

3

z z z z
− −
− −

− −
= − = = −

− −

  

  :اکنون به بررسی شرایط معیار ژوري می پردازیم
01) 0.24 1na a< → < R 

( )
1

2) 1 1.3 0.08 0.24 0.14 0
z

z
=

∆ = − − + = − < S 
  .بنابراین سیستم ناپایدار است

>> roots([1 -1.3 -0.08 0.24]) 
ans = 
    1.2000û 
    0.5000ü 
   -0.4000ü 

  

    3- 4مثال  3
  :را طوري تعیین کنید که سیستم زیر پایدار باشد kمحدوده بهره 

  
( ) ( ) ( )2 0.3679 1.36709 0.3679 0.2642 0z z k z k∆ = + − + + = 

  :حل
  :براي تعیین پایداري سیستم فوق ابتدا جدول ژوري را تشکیل می دهیم

2 2 3 1n n= → − =  
  :یک ردیف براي جدول داریم

( ) ( )

0 1 2

0.3679 0.2642 0.3679 1.361 709 1k k
z z z
+ −
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  :اکنون به بررسی شرایط معیار ژوري می پردازیم
( )01) 0.3679 0.2642 1 1 1 0.3679 0.2642 1

5.1775 2.3925
na a k k

k

< → + < = → − < + <

→ − < <
 

( )
1

2) 1
z

z
=

∆ = 0.3679 1.36709k+ − 0.3679+ 0.2642 0.6321 0 0k k k+ = > → > 
n زوج است بنابراین:  

( ) ( ) ( )
1

3) 1 0.3679 1.36709 0.3679 0.2642 2.7358 0.1037 0

26.382
z

z k k k

k
=−

∆ = − − + + = − >

→ <
  

  :سطر دارد پس شرط چهارم وجود ندارد 1جدول تنها 
5.1775 2.3925

0 0 2.3925
26.382

k
k k
k

− < <
 > → < <
 <

I  

هورویتز نیز استفاده نمود اما قبل از استفاده از این  –سیستم هاي گسسته کماکان می توان از روش روث  يبراي بررسی پایدار
1باید تبدیل دو خطی  معیار

1
wz
w

+
=

−
از ریاضیات مهندسی می دانیم که این تبدیل داخل دایره واحد . به سیستم اعمال گردد 

  .صفحه می نگارد wرا به نیم صفحه چپ  zصفحه 

  گسسته سازي کنترل کننده هاي آنالوگ -4-3

گسسته کنترل کننده هاي آنالوگ چندین روش معمول در دسترس است که در این جزوه -ست آوردن معادل هاي زمانبراي بد
  :تنها به بررسی چند مورد آن می پردازیم

 روش تغییر ناپذیري ضربه •
 روش تغییر ناپذیري پله •
 صفر تطبیق یافته –روش نگاشت قطب  •

  روش تغییر ناپذیري ضربه - 1- 4-3

)ن پیوسته تابع تبدیل زما )G s را بصورت زیر در نظر بگیرید:  
( ) aG s

s a
=

+
  

}تابع تبدیل بدست آمده با استفاده از روش تغییر ناپذیري ضربه، تابعی است که پاسخ ضربه آن  }( )[ ] ( )g nT G s= -1z  در
)پیوسته -برابر پاسخ ضربه متناظر زمان Tلحظه هاي نمونه برداري، مساوي  ) { }( )( )g t G s= -1L  باشد که در آنT  دوره

  :یعنی. نمونه برداري است
4-4  [ ] ( )

t nT
g nT Tg t

=
=  

  :بنابراین. در واقع در این روش شکل پاسخ ضربه حفظ می شود
4-5  [ ] ( ) ( ) ( )Dt nT

g nT Tg t G z TG z
=

= → =  
  :که براي تابع تبدیل مذکور اینچنین بدست می آید
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1( ) ( )
1D aT

a TaG z TG z T
s a e z− −

 
 


=
−

= =
+

z  

  .نیز گویند zبه این روش، روش تبدیل 

  روش تغییر ناپذیري پله - 2- 4-3

)تابع تبدیل زمان پیوسته  )G s را بصورت زیر در نظر بگیرید:  
( ) aG s

s a
=

+
  

)ست آمده با استفاده از روش تغییر ناپذیري پله، تابعی است که پاسخ پله آن تابع تبدیل بد ) 1 ( )h t G s
s

 
 

 
= 

  
-1L  در لحظه

1پیوسته - هاي نمونه برداري، برابر پاسخ پله متناظر زمان

1[ ] ( )
1 Dh nT G z

z−
 
 
 

 
= − 

-1z باشد، یعنی:  

4-6  1

1 1( ) ( )
1 D

t nT

G z G s
z s−

=

=   
   
   −

-1 -1z L  

  :چنین بدست می آیدکه براي تابع تبدیل مذکور این

( ) ( )1
1

11 1 ( ) ( )( ) ( ) ( ) 1 ( )
1

Ts

D D
t nTt nT

eG s G sG z G s G z z G s
z s s s s

−
−

−
==

          
         

   

−
= = → = −

     
=

−  

-1z L z z z  

پیوسته داده - گسسته از یک نمونه بردار و نگهدار فرضی عبور کرده و به تابع تبدیل زمان- در واقع گویی ورودي تابع تبدیل زمان
  .می شود

  روش قطب و صفر تطبیق یافته -3- 4-3

)تابع تبدیل زمان پیوسته  )G s صورت زیر در نظر بگیریدرا ب:  
( ) aG s

s a
=

+
  

)در روش قطب و صفر تطبیق یافته، صورت و مخرج تابع تبدیل  )G s  را بصورت جداگانه در نظر گرفته و قطب و صفرهاي
( )G s زیر باید طی شودمراحل ن منظور بدی. گسسته می نگاریم- را به ترتیب به قطب و صفرهاي زمان:  

)ابتدا تابع تبدیل  • )G s را بصورت یک تابع تبدیل تجزیه شده به قطب و صفر تبدیل می شود. 
sTzصفر و قطب هاي کراندار تابع تبدیل توسط نگاشت  • e=  به ترتیب به قطب و صفرهاي صفحهz نگاشته می شوند. 
1zبه نقطه ) صفرهاي بی نهایت(ب و صفرهاي بی کران قط • =  .نگاشته می شوند −
(1). (پیوسته تطابق داشته باشد- تابع تبدیل بدست آمده را طوري تنظیم می کنیم که با بهره تابع تبدیل زمانبهره  • (0)DG G= 

)یا  1) ( )DG G− = ∞( 

    4- 4مثال  3
1sTتابع تبدیل زیر را به سه روش تغییرناپذیري با    .گسسته نمایید =

( )
1

sG s
s

=
+

  
  :حل

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir

http://WWW.MOHANDES.ORG


 زر  ی  ادزر  ی  اد:         :          درس درس                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           ر ی     م    و    رل   نده  ی د ل      ر ی     م    و    رل   نده  ی د ل     : :  ھارم ھارم    ش  ش

 61صفحه 

  :روش تغییر ناپذیري ضربه) الف

{ }
1 1

1 1 1 1

1 1

1 1

( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1( ) 1 1 1
1 1 1 1 1 1

( ) ( )
1

D

D

G z TG z G z
s s e zG z

s s s s e z e z
e zG z G z
e z

− −

− − − −

− −

− −

= =

+ − −
= = = − = − = − =

+ + +
       
       
    + − −

−
→ =



=

 

−


z z z z z

 
  :پلهروش تغییر ناپذیري ) ب

( ) ( )

1

1
1 1

1 1

1 1 ( )( ) ( )
1

( ) 1 1( ) 1 1
1 1

D

D

G sG z G s
z s s

G s zG z z z
s s e z

−

−
− −

− −

= =
−

−
→ = − =

 

− =
+

  
    

    

   
   
    −

-1z L z

z z
  

  :هروش قطب و صفر تطبیق یافت) ج

( )

0

1

0 1 1( )
0.371 0.3679 0.37

1 1(0) 0 (1) 0 0.6850 11 0.37 ( )
1 1 0.37( ) 1 ( 1) 1 0.6850    

1 0.37

Ts

DTs

D

D

D

s z e e zG z k
zs z e e

G G k z
G z

zG G k k

−

 = → = = = − → = −= − → = = = ≅
− = → = = − − → = − − − ∞ = → − = = → =

 − −

 S

R

  

  گسسته یک کنترل کننده آنالوگ-اصول طراحی بر اساس معادل زمان -4-4

گسسته یک کنترل کننده آنالوگ مبانی طراحی یک سیستم کنترل دیجیتال را بیان - در این بخش با استفاده از معادل زمان
مکان ریشه و (براین با استفاده از روش هاي تبدیل مرسوم ابتدا فرض می کنیم تمام سیستم زمان پیوسته باشد و بنا. کنیم می

طراحی می کنیم و سپس کنترل کننده آنالوگ را گسسته کرده  sابتدا کنترل کننده آنالوگ مناسبی در صفحه ) پاسخ فرکانسی
  .و شکل گسسته شده کنترل کننده آنالوگ را بعنوان کنترل کننده دیجیتال بکار می بریم

  .ن داده شده در شکل زیر را در نظر  بگیریدسیستم کنترل نشا

( )PG s
( )E s

∑
( )X s ( )Y s

−

 

  
  دیاگرام بلوکی یک سیستم حلقه بسته آنالوگ 2- 4شکل 

)فرض می کنیم که دستگاه  )PG s باشد و کنترل کننده که  شده پیوسته بوده و مشخصه هاي دینامیکی آن داده-زمان
هدف در اینجا تبدیل کنترل کننده آنالوگ به کنترل . اده شده اي را برآورده می کند، از نوع آنالوگ باشدمشخصات عملکردي د

کننده معادل دیجیتال است به قسمی که سیستم کنترل دیجیتالی داشته باشیم که مشخصات عملکرد داده شده اي را برآورده 
رل کننده دیجیتال لازم است، یک نمونه بردار و پس از آن یک در جایگزین کردن کنترل کننده آنالوگ با یک کنت. نماید

  .به شکل زیر توجه نمایید. اضافه گردد  نگهدارنده در نقطه 
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*( )E s
T

( )PG s
( )E s

∑
( )X s ( )Y s

−

 رادم
رادهگن

 هدننک لرتنک
لاتیجید

  
  وگبا جایگزین کردن کنترل دیجیتال بجاي کنترل کننده آنال  2-4دیاگرام بلوکی سیستم شکل  3- 4شکل 

آورد، بنابراین با جایگزین کردن یک کنترل کننده  یک تاخیر زمانی در سیستم بوجود می Tseوجود یک مدار نگهدار بخاطر عامل
دیجیتال بجاي کنترل کننده آنالوگ به ناچار این تاخیر به سیستم اعمال می گردد که در عمل پایداري سیستم حلقه بسته را 

  .ی دهد که باید در طراحی کنترل کننده دیجیتال لحاظ گرددکاهش م

  
  
  

1براي این منظور تابع تبدیل 

1
2

Ts
+

در جهت پیش بینی تبدیل از یک کنترل کننده آنالوگ به کنترل کننده دیجیتال به   

  :اضافه می کنیم 2- 4سیستم شکل 

  
    2- 4ام بلوکی سیستم اصلاح شده شکل دیاگر 4- 4شکل 

  :زیر باید طی شودمراحل براي تحلیل رفتار سیستم، . اکنون می توان از طریق تحلیل پاسخ سیستم، عملکرد آن را تحلیل نمود

( )PG s
( )E s

∑
( )X s ( )Y s

−

1

1
2

Ts+

v نکته:  
  :نگهدار مرتبه صفر را می توان با تقریب پاده به فرم زیر جایگزین کنیم   =

1
2

1
2

Ts

Ts

e Ts

−
≅

+

  

  :بنابراین

( )
11 1 21
1 1

2 2

Ts

h

Ts
e TG s Ts Tss s

 − −
= ≅ − = 

 + +
 

  

 DCبراي ثابت ماندن بهره . چنان انتخاب می شود که قضیه نمونه برداري را برآورده نماید Tکه در آن 
  :تابع تبدیل را بصورت زیر جایگزین می کنیم

( ) 1

1
2

hG s Ts=
+

  

. است DCهمترین مساله ثابت ماندن بهره تقریب تابع تبدیل یک سیستم با یک تابع تبدیل دیگر، م =
  :بنابراین در نوشتن رابطه تقریبی معادل رابطه زیر باید برقرار باشد

(0) (0) ( ) ( )G F G s F s= → ≈  
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)تابع تبدیل پالسی  • )G z پیوسته -دستگاه زمان( )PG s به صفر پیش از آن قرار دارد، تعیین گرددرا که یک نگهدار مرت. 
 . آمده است، به ورودي هاي مختلف ورودي آزمایش گردد 5-4را که در شکل  4-4پاسخ سیستم گسسته شده شکل  •
 .در صورتیکه نتایج قسمت قبل رضایتبخش باشد، با استفاده از کامپیوتر دیجیتال، نتایج بدست آمده را بررسی کنیم •

( )G z∑
( )X z ( )Y z

−

  
    4-4دیاگرام بلوکی سیستم گسسته شده شکل  5- 4شکل 

  تحلیل پاسخ گذرا و حالت دائمی -4-5

همچنین، پایداري نسبی و دقت خوب حالت دائمی نیز براي هر . تمام سیستم هاي کنترلی است  پایداري مطلق شرط اساسی
ي از حالتهاي عملی، مشخصات عملکردي سیستم در بسیار. گسسته لازم است-پیوسته و چه زمان- سیستم کنترلی چه زمان

دلیل آن اینست که . بر حسب کمیت هاي زمانی مشخص می شوند) گسسته- پیوسته و چه زمان- چه زمان(هاي کنترل 
  .هاي با ذخیره انرژي نمی توانند پاسخی بطور لحظه اي ارائه کنند و پاسخ آنها همواره داراي بخش پاسخ گذرا خواهد بود سیستم
ه هاي عملکردي یک سیستم کنترل معمولاً بر حسب پاسخ گذرا به ورودي پله مشخص می شود که این پاسخ به شرایط مشخص

  .بستگی دارد) که عموماً صفر است،(اولیه سیستم 
پیوسته اي هستند که توسط یک کنترل کننده دیجیتال - گسسته یا دیجیتال داراي دستگاه هاي زمان- اغلب سیستم هاي زمان

سیستم کنترل دیجیتال شکل زیر را در نظر . پیوسته خواهد بود-می گردد، بنابراین خروجی این دستگاه ها نیز زمان کنترل
  . بگیرید

T

∑
( )x t ( )y t

−

T
[ ]y nT

  
  دیاگرام بلوکی سیستم کنترل دیجیتال   6- 4شکل 

)شکل کلی خروجی هاي  )y t  و[ ]y nT  الف و ب نشان داده شده اند 6- 4به ترتیب در شکل هاي .  
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  دیجیتال) آنالوگ ب) شکل عمومی پاسخ پله سیستم هاي الف 7- 4شکل 

  مشخصه هاي پاسخ گذرا   - 1- 4-5

 .بار است زمان تاخیر زمان لازم براي رسیدن پاسخ به نصف مقدار نهایی آن براي اولین) dt(زمان تاخیر  - 1

مقدار نهایی  100به  0درصد یا از  95به  5درصد یا از  90به  10زمان صعود، زمان لازم براي صعود پاسخ از  )rt( زمان صعود -2
 .آن بسته به صورت مساله می باشد

 .حداکثر است زمان لازم براي رسیدن به اولین فراجهش )Pt(زمان فراجهش  - 3

 .فراجهش حداکثر برابر اولین مقدار پیک منحنی پاسخ است) PM(فراجهش حداکثر  - 4

زمان مستقر شدن برابر زمان لازم براي رسیدن منحنی پاسخ و ماندن آن در فاصله اي در اطراف  )st(زمان مستقر شدن  -5
 .مقدار نهایی در نظر می گیرند ± %5یا ±%2معمولا این فاصله را  که. مقدار نهایی است

  :یک سیستم مرتبه دوم نمونه با تابع تبدیل حلقه بسته زیربراي 

4-7  
2

2 2( )
2

n

n n

T s
s s

ω
ζω ω

=
+ +

 

  :به شکل زیر توجه کنید .فرکانس نوسانات میرا شده نام دارد nωنسبت میرایی و  ζکه در آن 

  
  شکل عمومی پاسخ پله یک سیستم آنالوگ 9- 4شکل 
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21d(مشخصات پاسخ گذرا با فرض  nω ω ζ=   :بصورت زیر بدست می آید) −

4-87  1 0.7
d

n

t ζ
ω

+
≅  

4-9  
1cos

r
d

t π ζ
ω

−−
=  

4-10  P
d

t π
ω

=  

4-11  21
PM e

ζπ

ζ
−

−=  

4-12  4
s

n

t
ζω

=        )2(% 3.2
s

n

t
ζω

= )5(%  

یعنی با تغییرات . ی داردبستگζبه مقدار  تنهامشخص است، حداکثر فراجهش پاسخ یک سیستم  10-4همانطور که از رابطه 
ζ به شکل زیر توجه کنید. نوع پاسخ سیستم تغییر می کند.  

  
  )ζ(ارتباط نوع پاسخ یک سیستم مرتبه دوم با نسبت میرایی  9- 4شکل 

بصورت یک جدول مجزا نمایش داده شده  9- 4تم، حالت هاي مختلف شکل پاسخ سیس و شکل ζدرك بهتر رابطه بین براي 
  .است

  و شکل پاسخ سیستم ζارتباط بین  2-4جدول 
  شکل عمومی پاسخ  نام  پاسخ  ζمقدار   ردیف

1  0ζ <  
پاسخ 
  ناپایدار

  0 5 10 15
0

1

2

3

4

5
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2  0ζ =  
پاسخ 

نوسانی 
  نامیرا

  

3  0 1ζ< <  
پاسخ 
میراي 
  نوسانی

  

4  1ζ =  
پاسخ 
میراي 
  بحرانی

  

5  1ζ >  
پاسخ 
میراي 
  شدید

  
  

  :بصورت زیر بدست می آید zفحه با قطب و صفرهاي ص sرابطه بین قطب و صفرهاي صفحه  7- 4براي سیستم مرتبه دوم 
( )

2
1,2 2 2

1
1 1

n

sT T i T

T

T
n

n n
n n

z e e e T r

r e
T

r e
s i

T

σ ω σ

σ

ζω

ω θ

θ ω

σ ζω
ζω ω ζ

ω ω ζ θ ω ζ

+

−

= = = ≡

 =
→ 

=
= −  = = − ± − → → 
= − = −  

R R

  

4-13  
2 2

ln
ln

r
r

ζ
θ

−
=

+
 

4-14  2 21 lnn r
T

ω θ= +  
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Step Response
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  .و ارتباط آن با نوع پاسخ را نشان می دهد zو صفحه  s شکل هاي زیر رابطه بین قطب و صفرهاي صفحه 

  
  zو صفحه  sاط بین قطب و صفرهاي صفحه ارتب 10- 4شکل 

 

  
  و نوع پاسخ zقطب هاي صفحه محل ارتباط  11- 4شکل 

در  را dTωو  ζ ،nωمشخص می باشد، می توان مکان هاي ثابت  zو صفحه  sاکنون که روابط بین قطب و صفر هاي صفحه 
  .نیز نمایش داد zصفحه 

  

v نکته:  

زمان نمونه برداري زمانی صحیح است که . انتخاب زمان درست نمونه برداري در پایداري سیستم موثر است
اگر این زمان صحیح انتخاب . نمونه باشد 10تا  8هر سیکل نوسانات میرا شده بین  تعداد نمونه هاي سیگنال در

  .نمی توان پایداري را تخمین زد ζنشود، با پارامتر 
  .در این جزوه فرض بر این است که در تمامی مثال ها دوره نمونه برداري صحیح انتخاب شده است
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  zدر صفحه  nωو ζمکان هاي ثابت  12- 4شکل 
    5- 4مثال  3

0.02 دوره تناوباگر سیستم مرتبه دومی با  sT ,0.9316نمونه برداري شود، داراي قطب هاي  = 0.708radr θ= = ± 
نوع پاسخ . پیوسته آن را تعیین کنید- معادله مشخصه تابع تبدیل پالسی مربوطه و قطب هاي معادل زمان. خواهد بود

  .مشخصات پاسخ گذرا را محاسبه نماییدسیستم چگونه خواهد بود؟  
  حل

( ) ( )1,2

0.9316
cos sin 0.9316 cos 0.708 sin 0.708 0.9293  0.0650i

0.708rad

r
P r i iθ θ

θ

=
→ = ± = ± = ±

= ±
  

نوع پاسخ میراي  11-4با مقایسه مکان قطب ها و شکل  .ارند و سیستم پایدار استبنابراین هر دو قطب داخل دایره واحد قرار د
  .نوسانی خواهد بود

( ) ( )( ) ( )( )
2

z 0.9293 + 0.0650i 0.9293  0.0650i

0.9293 + 0.0650i

z z

z

→ ∆ = − − −

= − +0.9293  0.0650i−( ) ( ) ( )
2

0.9293 + 0.0650i 0.9293  0.0650i

1.8586 0.8680z z

+ −

= − +

  

  :آوریم این دو قطب را بدست sمعادل حوزه  براي مشخصات پاسخ گذرا باید
( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 22
0.708

1,2

22 2 2

ln 0.9316ln 0.707
ln ln 0.9316 0.7080.9316
1 1ln ln 0.9316 0.708 5

0.02

i

n

r
rP e

r
T

ζ
θ

ω θ

− −
= = =

+ += → 


= + = + =
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2

1

1

1 0.7 0.3

cos 0.67

0.88

0.368
4 1.1315

d
n

r
d

P
d

P

s
n

t

t

t

M e

t

ζπ

ζ

ζ
ω

π ζ
ω

π
ω

ζω

−

−
−

+ ≅ =

 −

= =

 = =


 = =


= =


  

  
  طاي حالت دائمیمحاسبه خ -2- 4-5

عملکرد حالت . علاوه بر مشخصات پاسخ گذرا، خطاي حالت دائمی یکی از پارامترهاي مهم در تحلیل و طراحی سیستم می باشد
دائمی یک سیستم کنترل پایدار معمولاً بوسیله خطاي حالت دائمی ناشی از ورودي هاي پله، شیب و شتاب تشخیص داده 

  .شود می
پیوسته خطاي حالت دائمی به ورودي هاي پله و شیب و شتاب براي سیستم -ي سیستم هاي زماندر درس کنترل خطی برا

  .نشان داده شده است 3-4صفر تا دو را بررسی کردیم که خلاصه اي از آن در جدول  1هاي نوع
  :پیوسته زیر را در نظر بگیرید- سیستم زمان

( )G s
( )E s

( )H s

∑
( )X s ( )Y s

−

  
 Nسته مرتبه پیو-سیستم زمان 13- 4شکل 

 
  2روابط مربوط به خطاي حالت دائمی براي سیستم هاي نوع صفر تا  -3-4جدول 

  خطاي حالت دائمی در پاسخ به  سیستم
  ورودي شتاب  ورودي شیب  ورودي پله

  نوع صفر
0

1 , lim ( ) ( )
1 P s

p

K G s H s
K →

=
+

  ∞ 
∞ 

0  0  نوع یک

1 , lim ( ) ( )v s
v

K sG s H s
K →

=  ∞  

 0  نوع دو
0 2

0

1 , lim ( ) ( )a s
a

K s G s H s
K →

=  

                                                                                                                                                           
  .در مبدا باشد Nگویند که داراي قطب مرتبه  Nسیستمی را نوع  1

Step Response
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ان خطاي حالت فرض کنیم که سیستم پایدار است و می تو. گسسته شکل زیر را در نظر بگیرید–اکنون بار دیگر سیستم زمان 
  . 1دائمی را محاسبه نمود

[ ]e nT
T

( )PG s
( )e t

( )H s

∑
( )x t ( )y t

−

1 Tse
s

−

( )by t

  
 گسسته-سیستم زمان 14- 4شکل 

  :رابطه مربوط به خطا تعریف شده در سیستم چنین است
4-15  ( ) ( ) ( )be t x t y t= −  

  :بنابراین. خطاي حالت دائمی براي یک سیستم گسسته در لحظات نمونه برداري مقدار دارد
4-16  ( ) ( )1

1
[ ] lim [ ] lim 1ss n z

e e nT z E z−

→ ∞ →
∞ = = −  

  :از طرفی تابع تبدیل حلقه سیستم برابر است با

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1 1
( )( )

1 ( )
( ) 1

sT
P

P

P

G s
G z G s z

s s G zT z
GH zG s H s

GH z z
s

−
−

−

     
    

    


 

 −
= = − 

 
→


 

=
+

= −
 

z z

z

  

  :بنابراین

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 1 ( ) ( )
1( ) ( )

1 ( )

bE z X z Y z X z GH z E z
E z GH z X z

E z X z
GH z

= − = −

→ + =

→ =
+

  

1

1

1[ ] lim ( )
1 ( )ss z

ze X z
GH z

−

→

 −
→ ∞ =  + 

  

  :پیوسته، سه نوع ورودي را در نظر می گیریم- اکنون مانند حالت زمان

  به ورودي پله 14- 4خطاي حالت دائمی سیستم ) الف

)پله واحد براي ورودي  ) ( )x t u t= داریم:  

1

1( ) ( ) ( )
1

x t u t X z
z −= → =

−
  

1

1

1[ ] limss z

ze
−

→

−
∞ =

1

1
1 ( ) 1GH z z−+ − 1

1lim
1 ( )z GH z→

   
=     +  

  

                                                                                                                                                           
 .پایدار باشد خطاي حالت دائمی زمانی معنا دارد که سیستماز درس کنترل خطی می دانیم که  1
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  :اگر ثابت خطاي پله بصورت
1

lim ( )P z
K GH z

→
=  

  :تعریف گردد داریم

4-17  1[ ]
1ss

P

e
K

∞ =
+

 

PKي پله زمانی صفر می گردد که یعنی خطاي حالت دائمی به ورود )شود، این امر لازم می دارد که تابع ∞= )GH z  حداقل
1zداراي یک قطب در    .باشد =

  به ورودي شیب 14-4خطاي حالت دائمی سیستم ) ب

)شیب براي ورودي  ) ( )x t t u t= ریمدا:  

( )
1

21
( ) ( ) ( )

1

Tzx t t u t X z
z

−

−
= → =

−
  

1

1

1[ ] limss z

ze
−

→

−
∞ =

( )
1

211 ( ) 1

Tz
GH z z

−

−+ −

}

( )

1
1

1 11 1

1lim lim
1 ( ) 1 1 ( ) 1z z

T z T
GH z z GH z z

−

− −→ →

       = =       + − + −       

  

  :اگر ثابت خطاي شیب بصورت
1

1

1lim ( )v z

zK GH z
T

−

→

−
=  

  :تعریف گردد داریم

4-18  1[ ]ss
v

e
K

∞ =  

vKیعنی خطاي حالت دائمی به ورودي شیب زمانی صفر می گردد که  )لازم می دارد که تابع شود، این امر ∞= )GH z 
1zحداقل داراي قطب مضاعف در    .باشد =

  به ورودي شتاب 14-4خطاي حالت دائمی سیستم ) ج

)21شتاب براي ورودي  ) ( )
2

x t t u t= داریم:  

( )
( )

2 1 1
2

31

11( ) ( ) ( )
2 2 1

T z z
x t t u t X z

z

− −

−

+
= → =

−
  

1

1

1[ ] limss z

ze
−

→

−
∞ =

( )
( )

2 1 1

31

1
1 ( ) 2 1

T z z
GH z z

− −

−

+

+ −

( )
2

2 1

2 1

11lim
1 ( )z

T z
GH z

−

= →

  +  =
  + 
 

}1
1

2

z−
64748

( ) ( ) ( )
2

2 211 1
lim

1 1 ( ) 1z

T

z GH z z→− −

 
   
   =
   − + −  
 

  
  :ر ثابت خطاي شتاب بصورتاگ
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( )21

21

1
lim ( )a z

z
K GH z

T

−

→

−
=  

  :تعریف گردد داریم

4-18  1[ ]ss
a

e
K

∞ =  

aKیعنی خطاي حالت دائمی به ورودي شیب زمانی صفر می گردد که  )شود، این امر لازم می دارد که تابع ∞= )GH z 
1zقطب مکرر مرتبه سومی در حداقل داراي    .باشد =

  تعریف
)براي یک سیستم گسسته با تابع تبدیل حلقه باز نوع سیستم برابر با تعداد قطب هاي مکرر در  )G z یعنی سیستم . می باشد

گویند اگر تابع تبدیل حلقه باز داراي عامل  Nرا نوع 
( )1

1

1
N

z−−
  .باشد 

    6- 4مثال  3
1sTبراي سیستم زیر خطاي حالت دائمی را براي   .به هر سه ورودي پله، شیب و شتاب محاسبه نمایید =

[ ]e nT
T

1
( 1)s s +

( )e t

Tse−

∑
( )x t ( )y t

−

1 Tse
s

−−

  
 :حل

  :می دانیم که 1- 3از مثال 

( )
( ) ( )

( ) ( )

1 2

22 1 1

1 11
1 1 1

T T T

T

T e z z e Te
s s z e z

− − − − −

− − −

 − + + − − =
 + − −

  
 

  
z

  

( )

( ) ( ) ( )

( )

1 1
2

1 1

1( )
1

1 1( ) 1
1 1

1

sT Ts

sT Ts

e eGH s
s s s

e eGH z z z
s s s s s

z z

− −

− −
− −

− −

      
   
   

−
=

+

−
→ = = −

+ +

=

  

−


z z

( ) ( )
( )

1 2

21

1 1

1

T T TT e z z e Te

z

− − − − −

−

− + + − −

− ( )
( )

( )( )
1 2 3 1

1 1 11

1 2

1 11 T

e z z e

z e ze z

− − − −

− − −− −

  + −  =  − − − 

  :می باشد 1بنابراین سیستم نوع   
( )

( )( )
1 2 3 1

( ) ( )1 1 11 1

1 2 1lim ( ) lim [ ] 0
11 1P ss x t u tz z

P

e z z e
K GH z e

Kz e z

− − − −

=− − −→ →

+ −
= = = ∞ → ∞ = =

+− −
  

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir

http://WWW.MOHANDES.ORG


 زر  ی  ادزر  ی  اد:         :          درس درس                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           ر ی     م    و    رل   نده  ی د ل      ر ی     م    و    رل   نده  ی د ل     : :  ھارم ھارم    ش  ش

 73صفحه 

1 1

1 1

1 1lim ( ) limv z z

z zK GH z
T

− −

→ →

− −
= =

( )
( )

1 2 3 1

1

1 2
1 1

e z z e

z

− − − −

−

  + −
   −  ( )

( )
( )

1 1

1 1 1

1 2

1 1

e e

e z z

− −

− − −

+ −
=

− − ( )1

( ) ( )

1
1

1[ ] 1ss x t u t
v

e

e
K

−

=

=
−

→ ∞ = =

  

( ) ( )
( )

21 1 2 3 11

2 1 11 1

( ) ( )

1 1 21lim ( ) lim 0
1 1

1[ ]

a z z

ss x t u t
a

z e z z ezK GH z
T e z

e
K

− − − − −−

− −→ →

=

− + − −
= = =  − 

→ ∞ = = ∞

  

  طراحی بر اساس روش مکان ریشه -4-6

علاوه بر مشخصات پاسخ . بررسی نمود zگسسته را می توان نسبت به دایره واحد در صفحه - پایداري نسبی یک سیستم زمان
لازم است تاثیر تغییرات بهره یا دوره تناوب نمونه برداري بر روي پایداري مطلق و نسبی یک سیستم حلقه بسته گذرا اغلب 
  .براي چنین منظورهایی روش مکان ریشه بسیار سودمند می باشد. بررسی گردد

داد، بجز اینکه مرز  گسسته تعمیم- پیوسته را می توان بدون تغییر به سیستم هاي زمان-روش مکان ریشه سیستم هاي زمان
ها مانند درس کنترل خطی براي رسم مکان ریشه . تبدیل می شود zپایداري از محور موهومی به مرز دایره واحد در صفحه 

  :ابتدا معادله مشخصه را به فرم
4-19  1 ( ) 0KF z+ =  

)پارامتر بهره و  Kتبدیل می کنیم که در آن  )F z  تابع تبدیل پالسی باn  قطب وm اگر نتوان معادله . صفر می باشد
بسته به ساختار بلوك دیاگرامی سیستم . نوشت، استفاده از روش مکان ریشه ها امکان پذیر نمی باشد 19-4مشخصه را به فرم 

)گسسته، -زمان )F z  می تواند( )GH z  یا( ) ( )G z H z سپس بسته به علامت جبري بهره . باشدK  قواعد رسم مکان ریشه را
  .اعمال می کنیم

0Kقواعد رسم مکان ریشه براي  - 4-6-1 >  

0Kبراي    :بصورت دو شرط کلی بیان نمود را می توان 19- 4معادل <
4-20  1( )F z

K
=  

4-21  ( )( ) 2 1 0,1,2,...F z k kπ= + =R  
که هر دو شرط را برآورده نمایند ریشه هاي  zمقادیري از . را شرط زاویه گویند 21-4را شرط اندازه و معادله  20- 4که معادله 

  .معادله مشخصه سیستم حلقه بسته می باشند
0Kرسم مکان ریشه براي مراحل    :بصورت زیر است <

)ابتدا براي تابع تبدیل پالسی  • )F z  قطب ها و صفرها را در صفحه محلz تعیین می کنیم. 
اختلاف تعداد قطب  تعداد صفر و قطب در بینهاي برابر. را مشخص می کنیم) تعداد مجانب مربوطه(تعداد قطب و صفر بینهایت  •

n(و صفر  m− (است. 
 .مکان ریشه ها از قطب شروع و در صفر پایان می یابد •
 .مکان روي محور حقیقی جایی است که سمت راست آن تعداد فردي قطب یا صفر وجود داشته باشد •
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)تلاقی مجانب ها حلم • )σ و زاویه مجانبی( )ϕ بصورت زیر بدست می آیند 

4-22  i ip z

n m
σ

−
=

−

∑ ∑
 

4-23  ( )2 1k
n m

π
ϕ

+
=

−
 

 :معادله زیر بدست می آیند:حلاین نقاط از . نقاط شکست مکان جایی وجود دارند که مکان بین دو قطب یا دو صفر قرار گیرد •

4-24  1 0
( )

d
dz F z

 −
= 

 
 

 :در هر نقطه از مکان از رابطه زیر بدست می آید Kار پارامتر مقد •

4-25  
1 2

1 2

...
...

n

m

d d d
l l l

 

  .فاصله از صفر هاست ilفاصله نقطه مورد نظر از قطب و  idکه در آن  •
 زاویه  خروج از قطب مختلط بصورت زیر بدست می آید •

4-26  
θ − + مجموع زوایاي قطب مختلط با دیگر قطبها  = مجموع زوایاي قطب مختلط با دیگر صفرها  180 

 .مکان ریشه ها نسبت به محور حقیقی، متقارن خواهد بود •

    7- 4مثال  3
,0مکان ریشه هاي سیستمی با معادله مشخصه زیر را براي  0.5sK T>   .رسم نمایید =

( ) (1 )1
( 1)( )

T

T

z ez K
z z e

−

−

−
∆ = +

− −
  

 :حل
  :گانه فوق را به ترتیب انجام می دهیم 9مراحل براي رسم مکان ریشه ها 

1

1

2

0
0.3935( ) 1

( 1)( 0.6065)
0.6065

z
zF z p

z z
p

=
= → =− −  =

  

Im( )z

Re( )z
ϕ π=
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  .تلاقی مجانب ها معنا نداردمحل یک زاویه مجانبی لازم داریم و دیگر 3 1=تعداد مجانب = تعداد صفر بینهایت 
( ) 02 1

1

kk π
ϕ π

=+
= =  

  .مکان نیست3 )زوج(هیچ قطب و صفري وجود ندارد  1سمت راست ناحیه 
  .نقطه شکست داریم 3بین دو قطب 3 .مکان هست3 )فرد(یک قطب و صفري وجود دارد  2سمت راست ناحیه 
  .مکان نیست3 )زوج(دو قطب و صفري وجود دارد  3سمت راست ناحیه 
  .نقطه شکست داریم 3بین دو صفر 3 .مکان هست3 )ردف(سه قطب و صفري وجود دارد  4سمت راست ناحیه 

  

( )( ) ( )( )
( )

2

22

2

0.3935 1 z 1.607 z+0.6065( )
( 1)( 0.6065) ( ) 0.3935

2 1.607 0.3935 0.3935 z 1.607 z+0.6065z 1.607 z+0.6065 0
0.3935 0.3935

2

zF z
z z F z z

z zd
dz z z

−
= → − = −

− −

− − − −
→ − = − = 

 

→ 20.3935z 0.6324z× − 20.3935z− 0.6324z+ 2

2

0.9746=0 0.3935z 0.9746=0
z 6065 0.7788z

− → −

→ = → = ± − R

  

  .بنابراین مکان ریشه هاي سیستم مربوطه بصورت زیر خواهد بود

  

0Kقواعد رسم مکان ریشه براي  -4-6-2 <  

0Kبراي    رط کلی بیان نمودرا می توان بصورت دو ش 19- 4معادل >
4-27  1( )F z

K
=  

4-28  ( ) 2 0,1, 2, ...F z k kπ= =R  
0Kرسم مکان ریشه براي حل مرا 0Kتنها در چند مورد با  >   :تفاوت دارد <

 .مکان ریشه ها از صفر شروع و در قطب پایان می یابد •
 .حقیقی جایی است که سمت راست آن تعداد زوجی قطب یا صفر وجود داشته باشد مکان روي محور •

)زاویه مجانبی • )ϕ بصورت زیر بدست می آیند: 

4-29  
2k
n m

π
ϕ =

−
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    8-4مثال  3 
0Kمکان ریشه هاي سیستمی با معادله مشخصه زیر را براي    .رسم نمایید >

( ) ( 0.7453)1
( 1)( 0.4119)

zz K
z z

+
∆ = +

− −
  

 :حل
  گانه فوق را به ترتیب انجام می دهیم 9مراحل براي رسم مکان ریشه ها 

1

1

2

0.7453
( 0.7453)( ) 1

( 1)( 0.4119)
0.4119

z
zF z p

z z
p

= −
+ = → =− −  =

  

Im( )z

Re( )z

0ϕ =

  
  .ا نداردتلاقی مجانب ها معنمحل یک زاویه مجانبی لازم داریم و دیگر 3 1=تعداد مجانب = تعداد صفر بینهایت 

02 0
1

kkπ
ϕ

=

= =  
  .مکان هست3 )زوج(هیچ قطب و صفري وجود ندارد  1سمت راست ناحیه 
  .مکان نیست3 )فرد(یک قطب و صفري وجود دارد  2سمت راست ناحیه 
  .مکان هست3 )زوج(دو قطب و صفري وجود دارد  3سمت راست ناحیه 
  .مکان نیست3 )ردف(سه قطب و صفري وجود دارد  4سمت راست ناحیه 

  
  :بنابراین مکان ریشه هاي سیستم مربوطه بصورت زیر خواهد بود
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  طراحی بر اساس پاسخ فرکانسی -4-7

گسسته بطور سودمندانه اعمال کنیم، - پیش از آنکه بتوانیم روش هاي پاسخ فرکانسی کنترل خطی را به سیستم هاي زمان
sTzبصورت  sو  zه رابطه بین صفحه از آنجایی ک. ضروري است zبرخی تغییرات در صفحه  e=  است، اگر با این رابطه

براي اینکار از تبدیل دو خطی استفاده می کنیم . هاي بودي را را رسم کنیم، سادگی روابط لگاریتمی از بین خواهد رفت منحنی
  . می نگاریم wرا به صفحه  zو صفحه 

  :می نگارد بصورت زیر تعریف می گردد wرا به نیم صفحه چپ صفحه  zاحد صفحه تبدیل دو خطی که محدوده دایره و

4-30  
1

2

1
2

T w
z

T w

 + 
 =
 − 
 

 

  .دوره تناوب نمونه برداري است Tکه در آن 

  
  دیاگرام هاي بودي -4-7-1

ي که در درس کنترل خطی دیدیم را به تابع تبدیل پالسی می توان روش هاي رسم دیاگرام بود wبا استفاده از تبدیل دو خطی 
  :به مثال زیر توجه کنید. اعمال نمود wصفحه 
    9- 4مثال  3

1sTنمودار هاي بودي تابع تبدیل پالسی زیر را براي    .رسم نمایید =

2

0.368 0.264( )
1.368 0.368

zG z
z z

+
=

− +
  

 :حل
  :تبدیل می کنیم wرا به صفحه  zبراي رسم نمودارهاي بودي ابتدا صفحه 

( )
( )

2

2 2

1 0.50.368 0.264 1 0.51 0.5 1 0.5( )
1 0.5 1 0.51 0.5 1 0.51.368 0.368

1 0.5 1 0.5

w
ww wz G z

w ww w
w w

+  +  −+ − = → = ×
− −+ +   − +   − −   

v نکته:  

کل نیم  wتفاوت بین این دو صفحه در آن است که صفحه . تا حدود زیادي شبیه هستند sصفحه و  wصفحه 
را فرکانس  ωاگر . شود تنها نوار اصلی نیم صفحه چپ را شامل می sصفحه چپ را شامل می شود اما صفحه 

  :فرض کنیم ارتباط بین این دو پارامتر برابر است با w را فرکانس در صفحه νو  sدر صفحه 
2 tan

2
T

T
ω

ν =  
  

co
nt

ro
len

gin
ee

rs
.ir

http://WWW.MOHANDES.ORG


    وه  س    رل د ل و   ر   ی  وه  س    رل د ل و   ر   ی

 78صفحه 

( )( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2

0.368 1 0.5 1 0.5 0.264 1 0.5

1 0.5 1.368 1 0.5 1 0.5 0.368 1 0.5

0.368 1 0.5 0.5

w w w

w w w w

w w

− + + −
=

+ − + − + −

+ −
=

( ) ( )
( )

2 2

2

0.25 0.264 1 0.25

1 0.25 1.368 1 0.5 0.5

w w w

w w w w

− + − +

+ + − + −( ) ( )2 20.25 0.368 1 0.25w w w− + − +

  

2 20.368 0.092 0.264 0.264 0.066
1

w w w− + − +
= 20.25 1.368w w+ + − 20.342 0.368w+ + 20.368 0.092w w− +

  

( ) ( )
( )

2

2

0.0381 2 12.140.026 0.264 0.632
0.684 0.632w 0.924

w ww w
w w w

− − +− − +
= =

+ +
  

  :که نمودار بودي آن به صورت زیر خواهد بود

  
ار حد بهره و حد فاز تعریف می گردد براي تحلیل پایداري نمودارهاي بودي و تشخیص مشخصات جبرانسازهاي مربوطه دو معی

  . نیز نشان داده شده است 10-4که این دو معیار در دیاگرام بودي مثال 

  یادآوري از درس کنترل خطی - 4-7-2

  تعریف
)فرکانس قطع فاز  فرکانس قطع فاز )Cω گردد °180، فرکانسی است که در آن زاویه تابع تبدیل برابر.  

  :حد بهره بصورت زیر محاسبه می گرددحد بهره 

 4 -31  120log
( )C

GM
GH iω

=  

)فرکانس قطع بهره  بهرهفرکانس قطع  )gω گردد 1، فرکانسی است که در آن اندازه تابع تبدیل برابر.  
  :حاسبه می گرددحد فاز بصورت زیر م فازحد 

 4 -32  ( ) 180gPM GH iω= ±R  

و  2، نقاط bنمودار  براي. می باشدgωو  Cωبه ترتیب برابر  3و  1، نقاط aبراي نمودار . توجه کنید 15- 4به شکل 
  .می باشدgωو  Cωبه ترتیب برابر  4

Bode Diagram
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3

4

2

1
1−

a

b

  
  مفاهیم حد فاز و حد بهره 15- 4شکل 

این مقادیر را به راحتی می توان از روي نمودارهاي . ستم مقادیر حد فاز و حد بهره هر دو باید مثبت باشندبراي پایداري یک سی
  .براي درك بهتر این موضوع به شکل زیر توجه کنید. بودي تشخیص داد

  
  یکوییستاز روي دیاگرام نا) از روي نمودارهاي بودي ب) نحوه تشخیص علامت جبري حدفاز و حدبهره الف 16- 4شکل 

  .لحاظ گردد 0dbاندازه  1از روي نمودارهاي بودي باید بجاي اندازه  gωتوجه کنید که براي خواندن مقدار 
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  تمرین -4-8
  :ییر ناپذیري پله بدست آوریدمعادل زمان گسسته تابع تبدیل زیر را از روش قطب و صفر تطبیق یافته و تغ  .1

2( )
( 1)( 2)

G s
s s

=
+ +

  

  پایداري سیستمی با معادله مشخصه زیر را بررسی نمایید  .2
( ) 3 22.1 1.44 0.32 0z z z z∆ = + + + =  

0.5اگر سیستم مرتبه دومی با دوره تناوب   .3 sT ,0.8نمونه برداري شود، داراي قطب هاي  = 45or θ= . خواهد بود ±=
نوع پاسخ سیستم چگونه . پیوسته آن را تعیین کنید- معادله مشخصه تابع تبدیل پالسی مربوطه و قطب هاي معادل زمان

  .خواهد بود؟  مشخصات پاسخ گذرا را محاسبه نمایید
1sTنمودار مکان ریشه را براي سیستم زیر براي   .4 4و  = sT   .رسم نمایید =

[ ]e nT
T ( 1)

K
s s +

( )e t
∑

( )x t ( )y t

−

1 Tse
s

−

  
  :پارامترهاي پایداري سیستم را روي نمودار بودي مشخص نمایید. دیاگرام بودي سیستم زیر را رسم نمایید  .5

0.1sT =

1
( 2)s s +∑

( )x t ( )y t

−

1 Tse
s

−

  
1sTبراي سیستم زیر خطاي حالت دائمی را براي   :ورودي پله، شیب و شتاب محاسبه نمایید به هر سه =

 

 
1 1 1

1 1 2

0.2(1 0.9 )(1 )( )
(1 0.12 )(1 )

z z zGH z
z z

− − −

− −

− +
=

− −
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  MATLABکاربرد  - 4-9

  8- 4مثال 
>> sys=tf([0.3935 0],[1 -1.6065 0.6065],0.5) 
 Transfer function 
       0.3935 z 
---------------------- 
z^2 - 1.607 z + 0.6065 
 Sampling time 0.5 
>> rlocus(sys) 

  9- 4مثال 
>> sys2=tf([1 0.7453],[1 -1.4119 0.4119],1) 
 Transfer function 
      z + 0.7453 
---------------------- 
z^2 - 1.412 z + 0.4119 
 Sampling time 1 
>> rlocus(sys2) 

  10- 4مثال 
>> sys=tf([-0.026 -0.264 0.632],[0.684 0.632 0]) 
 Transfer function 
-0.026 s^2 - 0.264 s + 0.632 
---------------------------- 
    0.684 s^2 + 0.632 s 
 >> bode(sys) 
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  خلاصه اي از کنترل غیرخطیخلاصه اي از کنترل غیرخطی  ::بخش پنجمبخش پنجم  33

  مقدمه  -5-1

بر اساس تقریبی خطی از ماهیت اصلی  روشهایی که تا کنون در تحلیل و طراحی سیستم هاي فیزیکی بکار بردیم، همگی
تقریبی خطی منحنی مشخصه معمولاً براي کار با سیستم هاي غیرخطی، . سیستم که ذاتاً غیرخطی می باشد، بنا شده اند

  :به شکل زیر توجه کنید. بکار می برند کاردر اطراف نقطه سیستم را 

t∆

f∆

fa
t

∆
=

∆

( )f t

t

  
  ف نقطه کارتقریب خطی در اطرا 1-5شکل 

از آنجا که چنین تقریبی همواره ممکن نبوده و گاهی تقریب نادرست منجر به عملکرد ناپایدار سیستم می گردد، استفاده از مدل 
   .غیرخطی بجاي تقریب نادرست خطی علیرغم پیچیدگی هاي کار با آن مفید خواهد بود

در این قسمت پاره اي از توابع و رفتارهاي غیرخطی را معرفی . در طبیعت رفتارهاي غیر خطی بی شماري را می توان نام برد
  )در ضمن این رفتارها غیر خطی بسیار ایده آل فرض شده اند. (کنیم که در اکثر سیستمهاي صنعتی با آنها روبرو هستیم می

. کند تر ورودي تغییر میآنها با توجه به بازه ي پارام بهرهعناصري در سیستم هاي کنترل وجود دارد که  :عناصر بهره متغیر •
  .)ستااز این سیستمها، سیستم فنرهاي موازي    نمونه اي(

 .ماند این رفتار در سیستمهایی دیده می شود که در آنها خروجی به ازاي ورودي هاي کوچک صفر باقی می :ناحیه ي مرده •
. شود به اتفاق همه این سیستمها دیده می ازاین رو این رفتار در قریب. سیستمهاي طبیعی ذاتاً داراي محدودیت هستنداشباع  •

خروجی سیستم به ازاي ورودي هاي بزرگتر از .(این رفتار هم مانند ناحیه ي مرده، یک رفتار چند بهره اي محسوب می شود
  )درحالی که با ورودي هاي کوچک سیستم داراي بهره ثابتی ست. مقدار خاص داراي بهره ثابت است

در اکثر . دیگر سیستمهاي چند گین معمول می توان به سیستمهاي دو وضعیتی اشاره کرداز  :سیستمهاي دو وضعیتی •
که براي اعلان هشدار براي کنترلر (مانند سنسورهاي دو وضعیتی   سیستمهاي صنعتی خروجی سیستم داراي دو حالت است

در این سیستمها خروجی به ازاي ). امانند شیرهاي دو وضعیتی یا رله ه(یا عملگرهاي دو وضعیتی ) به کار برده می شوند
  .کنند ورودي هایی که مقدار آنها از حد خاصی بیشتر باشد یک وضعیت و در غیر این صورت وضعیت دومی را اختیار می

این نوع رفتار در سیستمهاي دیده می شود که در آنها از مبدلهاي آنالوگ به دیجیتال  یا سایر مبدلهایی  :کوانتیزه کننده ها •
 .رودي را به حالت خاصی کوانتیزه می کنند، دیده می شودکه و

نمونه اي از این رفتار در رله هاي الکتریکی . خاصیت هیسترزیس نیز در بیشتر سیستمهاي غیر خطی رایج است :هیسترزیس •
 .دیده می شود

این نوسانات را . مایش دهندسیستم هاي غیرخطی قادرند بدون ورودي، نوسانات با دامنه و تناوب ثابت از خود ن :سیکل حدي •
  .سیکل حدي گویند
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 مبانی سیستم هاي غیرخطی -5-2

  مقایسه سیستم هاي غیر خطی و خطی - 1- 2- 5

  :تفاوت هاي سیستم هاي خطی و غیر خطی را می توان بصورت زیر بیان نمود

، براي تمام شرایط اولیه اگر یک سیستم خطی پایدار باشد. پایداري سیستم هاي غیرخطی به شدت به شرایط اولیه وابسته است •
 .پایدار است اما براي سیستم هاي غیرخطی این چنین نیست

  
 اختلاف بین پاسخ سیستم غیر خطی به دو شرایط اولیه مختلف 2-5شکل 

دامنه نوسان سیستم هاي غیرخطی مستقل از شرایط اولیه است اما دامنه نوسان سیستم هاي خطی شدیداً به شرایط اولیه بستگی  •
 .دارد

 .رفتار سیستم هاي غیرخطی به شدت به دامنه سیگنال ورودي بستگی دارد •
در سیستم هاي غیرخطی مفهومی به نام فرکانس طبیعی وجود ندارد، این در حالیست که در سیستم هاي خطی فرکانس هاي  •

 .طبیعی رفتار سیستم را تشریح می کنند
 .تبدیل لاپلاس فقط در سیستم هاي خطی قابل اعمال است •
 .خاصیت جمع آثار فقط در سیستم هاي خطی قابل اعمال است •
 .سیستم هاي خطی در زمان بینهایت به سوي بینهایت میل می کنند اما در سیستم هاي غیر خطی چنین نیست •
اما براي یک سیستم . یک سیگنال سینوسی با همان فرکانس است ωپاسخ یک سیستم خطی به یک ورودي سینوسی با فرکانس  •

 .این فرکانس نیز باشد 1می تواند شامل هارمونیک هاي ωیک ورودي سینوسی با فرکانس غیرخطی پاسخ به 
 وجود نقطه تعادل در سیستم هاي غیرخطی •

  :تعریف
الت مدل نماییم، حالت خاصی را که اگر یک سیستم غیرخطی تغییرناپذیر با زمان را با معادلات حالت و بر حسب متغیرهاي ح

  .یا حالت تعادل سیستم گوییم 2نقطه تعادلاگر سیستم در آن وضعیت قرار گیرد، تغییر چندانی نمی کند 
  محاسبه نقطه تعادل -2- 2- 5
 :باشدبصورت زیر یک سیستم غیرخطی  3معادلات حالتض کنید فر

5-1  ( )
( )

x f x
y h x

=
=

&  

                                                                                                                                                           
kباشد، بخش هایی از سیگنال را که داراي فرکانس  ωاگر فرکانس اصلی یک سیگنال  1 ω می باشد را هارمونیک هاي فرکانس اصلی گویند. 

2 Equilibrium point 
  : معادلات حالت یک سیستم خطی بصورت زیر است 3

x Ax Bu
y Cx Du

= +
= +

& 
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یک سیستم غیر خطی می تواند چندین نقطه تعادل داشته 
مشخص است و معمولا آن را صفر در نظر  uدر نقطه تعادل 

در غیر اینصورت سیستم غیرخطی را . به زمان بستگی نداشته باشد

  . همانطور که در شکل زیر مشخص است، نقاط تعادل یک سیستم می توانند پایدار و یا ناپایدار باشند

  
 شکل سمت چپ حالت تعادل ناپایدار

2
1 2

2 1 1 2 1 2( 1) sin
x x
x x x x x x

 =


= + + +

&
&

)1  

2
1 2 2

12 1 1 2 1 2

0
( 1) sin 0

x x x
xx x x x x x

 = =
→ → = 

+ == + + + = 

&
&

  

  
1 1 2

2
2 2 1

cosh

sinh

x x x
x x x

 =


=

&
&

)2
  

2cosh 0
1 1 2 1

2
2 1 2 2

cosh 0 0
1 0 1 0

xx x x x
x

x x x x

≠ = = → = → =
= + + = → + =

&
&

  

  :را می توان با استفاده از بسط تیلور بصورت زیر بیان نمود

. .
0

( ) ( )h o t
x

fx f x x f x
x =

∂ = = + ∂ 
&  

را می توان بصورت  2-5بنابراین معادله . جملات مرتبه بالاتر می باشند که می توان از آنها صرفنظر نمود

                                                                                 
1 Autonomous  
2 Non Autonomous 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                 خلا  ای از    رل   ر  ی                                                                      خلا  ای از    رل   ر  ی                                                                      
)معادله :حلم از نقطه تعادل این سیست ) 0f x یک سیستم غیر خطی می تواند چندین نقطه تعادل داشته . بدست می آید =

0xعموماً نقطه تعادل سیستم هاي غیرخطی  در نقطه تعادل  .)است =

به زمان بستگی نداشته باشد fگویند اگر  1خود گردانرا  
  .گویند

همانطور که در شکل زیر مشخص است، نقاط تعادل یک سیستم می توانند پایدار و یا ناپایدار باشند

شکل سمت چپ حالت تعادل ناپایدار  –ل پایدار شکل سمت راست حالت تعاد 3-5شکل 

    
  :زیر را محاسبه نماییدهاي نقطه تعادل سیستم 

2

1

00
00 0 e

x
x

x
 =  

→ → =   + =  

0
1ex  

→ =  − 

  خطی سازي سیستم هاي غیرخطی

را می توان با استفاده از بسط تیلور بصورت زیر بیان نمود بدون ورودي ستم غیرخطی
5-2  

جملات مرتبه بالاتر می باشند که می توان از آنها صرفنظر نمود 

                                                                                                                  

ش ش   خلا  ای از    رل   ر  ی                                                                      خلا  ای از    رل   ر  ی                                                                      : :    م   م`̀    
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نقطه تعادل این سیست
عموماً نقطه تعادل سیستم هاي غیرخطی . (باشد

  .گیرند یم
  :تعریف

 سیستم غیر خطی
گویند 2ناخودگردان

همانطور که در شکل زیر مشخص است، نقاط تعادل یک سیستم می توانند پایدار و یا ناپایدار باشند

  

  1-5مثال  3
نقطه تعادل سیستم 

 :حل

خطی سازي سیستم هاي غیرخطی -2- 2- 5

ستم غیرخطییک سی

. که در آن . ( )hotf x 
  :تقریبی بصورت
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5-3  
0x

x Ax
fA
x =

=


∂  =   ∂ 

&
 

   .گویند 1را ماتریس ژاکوبین Aکه این فرم را مدل خطی تقریبی سیستم و . بیان کرد
  

    2-5مثال  3
  غیر خطی زیر را با تقریب خطی بیان کنید هاي سیستم

2
1 2 1 2

2 2 1 1 1 2

cos
( 1) sin

x x x x
x x x x x x

 = +


= + + +

&
&

)1  

 :حل

1 2

1 1
2

1 2 2 2 1 21 2 1 2

1 2 22 22 2 1 1 1 2 0

1 2 0

cos 2 sin 1 0cos
2 1 sin 1 cos 1 1( 1) sin x x

x

f f
x x x x x xf x x x

A
x x xf ff x x x x x

x x
= =

=

∂ ∂ 
 ∂ ∂ − = +     → = = =      + + +∂ ∂= + + +     ∂ ∂ 

1 1

2 1 2

x x
x Ax

x x x
=

≅ →  = +

&
&

&  
  

2
1 1 2 1

2
2 1 2 2

2

2

x x x x
x x x x

 = − −


= − +

&
&

)2  

 :حل

1 2

1 1
2

1 1 2 1 1 2 1
2

22 2 02 1 2 2

1 2 0

2 2 1 2 1
1 2 2 1 22 x x

x

f f
f x x x x x x

A
xf ff x x x

x x
= =

=

∂ ∂ 
  = − − ∂ ∂ − − −     →→ = = =      − +∂ ∂ −= − +     ∂ ∂ 

  

1 1 2

2 1 2

2
2

x x x
x Ax

x x x
= −

≅ →  = −

&
&

&  
  

( )
2

2
2 1 0d x dxx x

dt dt
− − + =)3  

:حل
  :ابتدا باید معادله دیفرانسیل را به معادلات حالت تبدیل نماییم  

( ) ( )
1 21

2
2 2

2 2 1 2 12 1 1

x xx x
dx d x dxx x x x x x x
dt dt dt

== 
 → 

= = = − − = − −  

&

&
  

( )
1 2

1 1

1 2 1 2
22

1 2 12 1 2 1 2 2 0

1 2 0

0 1 0 1
2 1 11 1 1x x

x

f f
f x x x

A
x x xf x x x f f

x x
= =

=

∂ ∂ 
 = ∂ ∂      →→ = = =      − − −= − − ∂ ∂ −    ∂ ∂ 

  

                                                                                                                                                           
1 Jacobian 
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1 2

2 1 2

x x
x Ax

x x x
=

≅ →  = − +

&
&

&  
  تحلیل صفحه فاز -5-3

در این روش . می باشد) داراي دو متغیر حالت(روش تحلیل فاز یک روش گرافیکی براي تحلیل سیستم هاي مرتبه دوم 
1نموداري بر حسب رابطه بین دو متغیر حالت در صفحه  2x x− این نمودار تغییرات متغیرهاي حالت را از . رسم می گردد

مجموعه اي از مسیرهاي صفحه فاز، که بر حسب شرایط اولیه متفاوت  .یط اولیه بر حسب تغییرات زمان نشان می دهدشرا
  .گویند 1حاصل شده باشد را پیکره صفحه فاز

  
  صفحه فاز یک سیستم غیرخطی مرتبه دوم نمونه اي از پیکره 3-5شکل 

  . یک مثال به این موضوع می پردازیمدر این جزوه تنها با ارائه  .رسم پیکره صفحه فاز بصورت دستی بسیار پیچیده می باشد
  

    3-5مثال  3
 .پیکره صفحه فاز سیستم زیر را رسم نمایید

20.2( 1) 0x x x x+ − + =&& &  
 :رسم

  براي رسم منحنی هاي پیکره فاز ابتدا معادلات حالت را بدست می آوریم 
1 2

2 1 2 1
2 1

0.2( 1)
x x

x x x x x
x x x

=
→ = = − − − = =

& &&
&

  

( )

1
22

1 2 2 1 2 1
2

22 1 22 1 2 1
1 2 1

2 2 1
1 2 1 2 2 1 1 2 2

1

0.2( 1)
0.2( 1) 0.2( 1)

0.2( 1) 0 0.2( 1)
0.2( 1)

dx xx x dx x x xdt
dx dx xx x x x x x x
dt

xx x x x x x x x
x

α

α α
α

 == − +→ → → = − = 
= − − −  = − − −


−

→ − + + = → − + = − → =
− +

&
&  

  :هاي مختلف منحنی هاي متفاوتی بدست می آید αبه ازاي 

                                                                                                                                                           
1 Phase Plane Portrait 
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مسیر پیکره فاز را  را نشان می دهد که با اتصال این شیب ها به یکدیگر می توانαخطوط روي هر یک از نمودارها شیب 

.ودار وجود سیکل حدي قابل مشاهده می باشددر این نم. رسم نمود
  

  بررسی پایداري  -5-4

براي درك بهتر این . مفهوم پایداري در سیستم هاي غیرخطی با خوش رفتاري سیستم حول نقطه کار مطلوب بیان می گردد
  :موضوع آشنایی با چند تعریف اصلی لازم است

  
  :تعاریف

گویند اگر نقطه تعادل آن پایدار باشد و  در مسیر پیکره فاز حالت هایی که سیستم غیرخطی را پایدار مجانبی  :پایدار مجانبی
  .نزدیک صفر هستند با افزایش زمان به صفر همگرا شوند

  .اگر پایداري مجانبی سیستم در هر حالت اولیه اي حفظ گردد، نقطه تعادل را پایدار می نامند :پایدار
  

  :می شودیاپانوف استفاده ل بررسی پایداري نقاط تعادل از قضایايبراي 
  

که با معادله در این روش پایداري نقطه تعادل سیستم را . را در نظر بگیرید 2-2- 5سیستم خطی شده بوسیله روشهاي بخش 
xحالت  Ax=&

 
  :می کنیم با استفاده از قضیه لیاپانوف بررسی بیان می شود،

v ضیه اول لیاپانوفق:  

سیستم خطی شده بر اساس مقادیر ویژه بدست آمده چنین نقطه تعادل را داشته باشیم، پایداري  Aماتریس اگر مقادیر ویژه 
  :بیان می گردد

  .خواهد بودمجانبی  ایدارسیستم پنقطه تعادل سیستم اگر مقادیر ویژه سمت چپ محور موهومی باشند، ) الف
سیستم ناپایدار نقطه تعادل سیستم می داشته باشد ، اگر سیستم حداقل یک مقدار ویژه در سمت راست محور موهو) ب

  .خواهد بود
  .اگر مقادیر ویژه سمت چپ و روي محور موهومی باشند، از این تست نمی توان براي بررسی پایداري استفاده نمود) ج
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    4-5مثال  3
  .را بررسی نمایید 2-5سیستم هاي غیر خطی مثال  نقطه تعادل پایداري

2
1 11 2 1 2

2 1 22 2 1 1 1 2

cos
( 1) sin

x xx x x x
x x xx x x x x x

= = + 
→  = += + + + 

&&
&&

)1  

 :حل
  :ابتدا مقادیر ویژه را محاسبه می کنیم

( )2
1,2

1 0 1 0
1 0 1

1 1 1 1
A I A

λ
λ λ λ

λ
− 

= → − = = − = → =  − − 
  

  .نقطه تعادل صفر براي چنین سیستمی ناپایدار استبنابراین 
  

2
1 1 2 1 1 1 2

2
2 1 22 1 2 2

2 2
22

x x x x x x x
x x xx x x x

 = − − = − →  = −= − + 

& &
&&

)2  

 :حل

( )( ) 22 1 2 1
2 2 1 3 0 3

1 2 1 2
A I A

λ
λ λ λ λ λ

λ
− − 

= → − = = − + + = − = → = ± − − + 
  

  .نقطه تعادل صفر براي چنین سیستمی ناپایدار استبنابراین 
  

( )
2

1 22
2

2 1 2

1 0
x xd x dxx x
x x xdt dt

=
− − + = →  = − +

&
&

)3  

حل
  

( ) 2
1,2

0 1 1
2 1 2 1 0 1

1 1 1 1
A I A

λ
λ λ λ λ λ λ

λ
− 

= → − = = − + = − + = → = − − 
  

  .نقطه تعادل صفر براي چنین سیستمی ناپایدار استبنابراین 
  

    5-5مثال  3
  .را بررسی نماییدخطی شده زیر سیستم نقطه تعادل پایداري 

1 1

2 2

x x
x x

= −
 = −

&
&

  

 :حل
  ابتدا مقادیر ویژه را محاسبه می کنیم

( )2
1,2

1 0 1 0
1 0 1

0 1 0 1
A I A

λ
λ λ λ

λ
− + 

= → − = = + = → = − − + 
  

  .استمجانبی  نقطه تعادل صفر براي چنین سیستمی پایداربنابراین 
  

v ضیه لیاپانوف براي پایداري مجانبیق  

)اگر در ناحیه کروي شکل اطراف نقطه تعادل صفر، یک تابع اسکالر  )V x  پیوسته وجود با مشتقات جزئی مرتبه اول
  :هداشته باشد، بطوریک
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)) الف )V x ب .مثبت معین باشد (( )V x& منفی نیمه معین باشد.  
  .آنگاه نقطه تعادل صفر پایدار مجانبی است

v ضیه لیاپانوف براي پایداريق  

)اگر یک تابع اسکالر  )V x ه باشد، بطوریکه با مشتقات جزئی مرتبه اول پیوسته وجود داشت  
)) الف )V x ب .مثبت معین باشد (( )V x& در صورتیکه ) ج .منفی معین باشدx → آنگاه  ∞

( )V x → ∞ .  
  .آنگاه نقطه تعادل صفر پایدار است

  

)در عمل بدست آوردن تابع  )V x  با مشخصات فوق راحت نیست و این موضوع بررسی پایداري سیستم غیرخطی را پیچیده
  .کند می

  

    6-5مثال  3
2پایداري سیستم زیر را با 2

1 2( )V x x x=   .بررسی نمایید +
( )

( )

2 2
1 2 1 1 2

2 2
2 1 2 1 2

x x x x x

x x x x x

 = − +


= − − +

&

&
  

 :حل
)تابع  )V x اکنون شرط دوم را بررسی می کنیم. بنابراین شرط اول هر دو قضیه برقرار است. ی باشدیک تابع مثبت معین م  

( )( ) ( )( ) ( )

( )

22 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2

1

2

( ) 2 2 2 2 2V x x x x x x x x x x x x x x x x x

x
V x

x

= + = − + + − + = +

 → ∞ → → ∞
→ ∞

& & &
  

  .شرط سوم نیز برقرار است بنابراین سیستم پایدار کلی است
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    ت    ت  
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  DD//AAو و   AA//DDمشخصات دو نوع آي سی مشخصات دو نوع آي سی     ::11پیوست پیوست   33
  :ADC0804مشخصات آي سی 
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  :DAC0808آي سی مشخصات 
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  روابط ریاضی مورد نیازروابط ریاضی مورد نیاز  ::22پیوست پیوست   33
  :روش گسترش کسر به کسر هاي جزئی - 1

)براي تابع  )F x ضرایب مربوط به کسرهایی که شامل ریشه هاي ساده مخرج می باشند، بصورت  
( )

0
0lim ( )i x x

A x x F x
→

= −  
ام که  jضرایب مربوط به کسر . کسر مجزا تجزیه می گردد kبه  kمرتبه  همچنین هر ریشه مکرر از. محاسبه می گردند

)داراي مخرج  )0
jx x− می باشد بدین صورت محاسبه می شود  

( )( )
0

0
1 lim ( )

( )!

k j
k

j k jx x

dA x x F x
k j dx

−

−→
= −

−
  

 :جدول تبدیل فوریه -2
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  ::مراجعمراجع  33
اوگاتا، جلد اول، . ، تالیف كرل دیجیتالهاي کنت سیستمصدیق،  دار مارالانی و دکتر علی خاکی دکتر پرویز جبه -1

  1373دانشگاه تهران، چاپ اول، مهرماه و چاپ انتشارات موسسه 
اسلوتین و وایپینگ لی، . ژاك ا-، تالیف ژانکنترل غیر خطی کاربرديمحمدرضا هاشمی گلپایگانی و همکاران،  -2

  1389نشر دانشگاهی، چاپ دوم، 
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